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Lôøi môû ñaàu 
 Giaùo trình “Haøm bieán phöùc vaø Pheùp bieán ñoåi Laplace” naøy  ñöôïc bieân soaïn 
nhaèm phuïc vuï cho nhu caàu veà taøi lieäu hoïc taäp cuûa sinh vieân Tröôøng Ñaïi hoïc Sö 
phaïm Kyõ thuaät thaønh phoá Hoà Chí Minh. Noäi dung giaùo trình naøy  goàm 7 chöông: 

Chöông 1 :  Soá phöùc vaø maët phaúng phöùc. 
Chöông 2 :  Haøm bieán phöùc. 
Chöông 3:  Ñaïo haøm cuûa haøm bieán phöùc. 
Chöông 4:  Tích phaân cuûa haøm bieán phöùc. 
Chöông 5:  Chuoãi haøm bieán phöùc. 
Chöông 6:  Thaëng dö vaø öùng duïng. 
Chöông 7:  Pheùp bieán ñoåi Laplace vaø öùng duïng. 

Vôùi noäi dung nhö treân maø thôøi löôïng daønh cho moân hoïc naøy chæ coù 30 tieát laø 
quaù eo heïp. Do ñoù, taùc giaû coá gaéng ñöa vaøo giaùo trình naøy khoaûng 40%-50% baøi 
taäp daïng traéc nghieäm ñeå giaùo vieân chæ caàn  ít thôøi gian maø vaãn coù theå giuùp caùc baïn 
sinh vieân naém vöõng ñöôïc noäi dung phong phuù cuûa moân hoïc. Phaàn baøi taäp traéc 
nghieäm ñöôïc taùch rieâng ñeå thuaän tieän cho vieäc söû duïng. 

Tröôùc moãi chöông  taùc giaû neâu ra nhöõng noäi dung, nhöõng kieán thöùc cô baûn 
maø sinh vieân caàn phaûi ñaït ñöôïc. Döïa vaøo ñoù maø caùc baïn sinh vieân bieát ñöôïc mình 
seõ  phaûi hoïc nhöõng gì,  caàn phaûi hieåu roõ nhöõng khaùi nieäm naøo,  nhöõng noäi dung naøo 
caàn phaûi naém vöõng vaø nhöõng baøi toaùn daïng naøo phaûi laøm ñöôïc.  Trong moãi chöông, 
taùc giaû ñöa vaøo khaù nhieàu ví duï phuø hôïp ñeå minh hoïa vaø laøm saùng toû caùc khaùi nieäm 
vöøa ñöôïc trình baøy .   

Sau moãi chöông coù phaàn baøi taäp ñöôïc choïn loïc  phuø hôïp ñeå sinh vieân töï 
luyeän taäp nhaèm ñaït ñöôïc söï hieåu bieát saâu roäng hôn caùc khaùi nieäm ñaõ ñoïc qua vaø 
thaáy ñöôïc caùc öùng duïng roäng raõi cuûa caùc kieán thöùc naøy vaøo thöïc teá. 

 Tuy coù raát nhieàu coá gaéng trong coâng taùc bieân soaïn, nhöng chaéc chaén giaùo 
trình naøy vaãn coøn raát nhieàu thieáu soùt. Chuùng toâi xin traân troïng tieáp thu yù kieán ñoùng 
goùp cuûa  baïn ñoïc vaø caùc ñoàng nghieäp ñeå giaùo trình naøy ngaøy caøng hoaøn thieän hôn.  

 Thö goùp yù xin  göûi veà :          Ngoâ  Höõu  Taâm 
    Tröôøng Ñaïi hoïc  Sö Phaïm Kyõ thuaät TP. Hoà Chí Minh 
     Khoa Khoa hoïc Cô baûn 

          Boä moân Toaùn 
                                   Email: tamnh@hcmute.edu.vn 
                                            huutamngo@yahoo.com.vn 
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Chöông 1 

SSOOÁÁ  PPHHÖÖÙÙCC  VVAAØØ  MMAAËËTT  PPHHAAÚÚNNGG  PPHHÖÖÙÙCC  
Trong chöông naøy , baïn seõ hoïc: 

♦ Khaùi nieäm veà taäp soá phöùc, taäp soá phöùc laø môû roäng cuûa taäp soá thöïc. 

♦ Caùc daïng soá phöùc: Hình hoïc, ñaïi soá, löôïng giaùc, muõ. 

♦ Caùc pheùp toaùn soá phöùc: Coäng , tröø, nhaân , chia, luõy thöøa , khai caên, vaø quan heä 
baèng nhau. 

♦ Maët phaúng phöùc , moät soá khaùi nieäm trong maët phaúng phöùc. 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

§1. SOÁ PHÖÙC   

Baïn ñoïc ñaõ quen thuoäc taäp soá thöïc R cuøng vôùi caùc pheùp toaùn coäng, tröø, nhaân, 

chia,….  vaø nhöõng tính cuûa chuùng nhö  giao hoaùn, keát hôïp, phaân phoái……. Veà maët 
hình hoïc, taäp caùc soá thöïc ñöôïc bieåu dieãn bôûi caùc ñieåm treân ñöôøng thaúng, goïi laø truïc 
soá thöïc ( truïc 0x) nhö hình veõ sau  

 
Vôùi moãi a∈R, a ñöôïc bieåu dieãn töông öùng vôùi moät ñieåm treân truïc 0x caùch goác 0 

moät ñoaïn a , naèm veà phía beân phaûi cuûa goác 0 neáu a > 0, naèm veà phía beân traùi cuûa 
goác 0 neáu a< 0.  Moãi soá thöïc töông öùng vôùi moät ñieåm treân truïc 0x vaø ngöôïc laïi.  

Laáy truïc soá thöïc 0x ñaët vaøo maët phaúng vôùi heä truïc toïa Ñeà-caùc  Oxy  sao cho truïc 
thöïc 0x truøng vôùi truïc 0x cuûa maët phaúng (caùch laøm naøy goïi laø pheùp nhuùng). Oxy
                                   y 

                                b                             (a,b)        

 

 

 

                               0                            a                                                              x                         
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Baây giôø,  xeùt maët phaúng vôùi heä truïc toïa ñoä   thì moãi soá thöïc  a töông öùng vôùi 
moät ñieåm coù toïa ñoä (a,0)  naèm treân truïc 0x.  Sau ñaây, chuùng ta seõ môû roäng taäp caùc soá  
thöïc ( truïc 0x) sang taäp caùc soá phöùc ( maët phaúng 0xy). 

Oxy

1. Ñònh nghóa soá phöùc ( complex numbers) 

Treân taäp hôïp  C := {z= (a,b) | a∈R, b∈R}≡ R2 maø quan heä baèng nhau, pheùp 

coäng, pheùp nhaân, pheùp ñoàng nhaát nhöõng caëp soá ñaëc bieät vôùi soá thöïc ñöôïc ñònh nghóa 
nhö sau:  ∀(a,b), (c,d)∈ C. 

i) Quan heä baèng nhau: (a,b) = (c,d) ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

db
ca

ii) Pheùp coäng : (a,b) + (c,d) = (a+c , b+d)  

iii) Pheùp nhaân : (a,b).(c,d) = (ac-bd, ad+bc) 

iv) Pheùp ñoàng nhaát : (a, 0) ≡ a       ( moãi soá naèm treân truïc thöïc 0x xem nhö moät soá thöïc) 

Taäp C vôùi caùc pheùp toaùn ñònh nghóa nhö treân taïo thaønh moät tröôøng soá goïi laø 

tröôøng soá phöùc. Trong tröôøng soá phöùc C, ta coù:  

♦ Phaàn töû ñoái cuûa z = (a, b) , kyù hieäu –z, laø –z = (-a,-b). 

♦ Phaàn töû zeâro laø (0,0) ≡ 0.  ( coù theå söû duïng daáu “=” thay cho daáu “≡” ) 

♦ Phaàn töû nghòch ñaûo cuûa z = (a,b) ≠ 0, kyù hieäu z-1, laø z-1 = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ 2222 ,
ba

b
ba

a . 

♦ Phaàn töû ñôn vò thöïc laø (1,0) = 1. 

♦ Phaàn töû ñôn vò aûo, kyù hieäu i, laø i = (0,1) ; ta ñöôïc  i2 = (0,1)(0,1) = (-1,0) = -1. 

                                                                                                            (1.1)                            

 

Moãi soá phöùc z = (a,b) coù theå xem nhö moät ñieåm hay moät veùctô coù toïa ñoä laø (a,b) 
trong maët phaúng 0xy. Caùc tính chaát cuûa caùc pheùp toaùn soá phöùc hoaøn toaøn töông töï 
caùc tính chaát cuûa caùc pheùp toaùn soá thöïc. 

     và  i  )1,0(=i 12 −=

2. Daïng ñaïi soá cuûa soá phöùc 

Moïi soá phöùc z = (a, b)  ñeàu coù theå vieát ñöôïc döôùi daïng z = a+ib, vaø goïi laø daïng 
ñaïi soá cuûa soá phöùc. 

Thaät vaäy,  z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a+ ib.                     

♦ a goïi laø phaàn thöïc  cuûa soá phöùc z, kyù hieäu Rez. 

♦ b goïi laø phaàn aûo cuûa soá phöùc z, kyù hieäu Imz. 
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Vaäy   z =  (a, b) = a+ib = Rez +i Imz                                                                  (1.2) 

3. Caùc pheùp toaùn soá phöùc vieát daïng ñaïi soá 

Vôùi moïi  z1 = a +ib,  z2 = c +id ∈ C  

i) Pheùp coäng:  z1
 + z2 = (a+ c) +i(b + d) 

ii) Pheùp tröø:  z1- z2 = (a- c) +i(b - d) 

iii) Pheùp nhaân: z1. z2 =  (ac –bd ) + i(ad +bc) 

iv) Pheùp chia: 22
2

1 ))((
dc

idciba
idc
iba

z
z

+
−+

=
+
+

=  = 1
21
−zz , vôùi z2 ≠ 0. 

v)  Quan heä baèng nhau: z1 = z2   
⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
db
ca

 Nhaän xeùt: 

♦ Khi coäng (tröø) hai soá phöùc daïng ñaïi soá, ta coäng ( tröø) phaàn thöïc vôùi phaàn thöïc vaø 
phaàn aûo vôùi phaàn aûo. 

♦ Khi nhaân hai soá phöùc daïng ñaïi soá,  ta aùp duïng tính phaân phoái bình thöôøng nhö soá 
thöïc vaø nhôù thay i2 = -1. 

♦ Khi chia hai soá phöùc daïng ñaïi soá,  ta nhaân caû töû vaø maãu vôùi löôïng lieân hieäp cuûa 
maãu soá. 

Ví duï 1.1  Tìm phaàn thöïc vaø phaàn aûo soá phöùc:  z = i
i
i 64

32
21

++
−
+                           

Giaûi 

 Ta coù  

 z = i
i

ii 64
32

)32)(21(
222 ++

−
++ = iii 64

13
762 2

++
++ = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
− 6

13
74

13
4 i = 

13
85

13
48 i+  

Vaäy Rez = 
13
48 , Imz = 

13
85 .                                                                                         

4. Soá phöùc lieân hôïp 

Soá phöùc lieân hôïp cuûa soá phöùc z = a + ib , kyù hieäu z , vaø ñònh nghóa nhö sau 

                                                                                                       (1.3)                 

 Moät soá tính chaát: Vôùi moïi  z1,  z2 , z ∈ C 

 z :=  a - ib 

i)  2121 zzzz +=+    ;  2121 zzzz −=−  

ii) 2121  . . zzzz =      ;  ( )kk zz =  , k ∈ Z 
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iii)  
2

1

2

1

z
z

z
z

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
, vôùi z2 ≠ 0. 

iv) αα =  , ∀α∈ R 

v) zz =  

Ví duï 1.2  Cho ña thöùc baäc  n  heä soá  thöïc   f(z) = anzn + an-1zn-1+....+a1z + ao 

Töùc laø ak∈R, k = 0,1,2,...,n  vaø an ≠ 0.   Giaû söû  f(zo) = a+ib, haõy tính f( oz ). 

Giaûi 

Ta coù   an  + an-1 +...+a1zo + ao = f(zo)  = a+ib  n
oz 1−n

oz

f( oz )   =   an ( )noz  +an-1 ( ) 1−n
oz +….+ a1 oz  + ao                    

            = na +n
oz 1−na 1−n

oz +….+ 1a oz + 0a                            (do tính chaát (ii) vaø (iv) ) 

      = +n
on za 1

1
−

−
n
on za +…+ oza1 + 0a                                   (do tính chaát (ii) ) 

      = ibaazazaza oo
n
on

n
on +=++++ −

− 1
1

1 ....  = a – ib     (do(i) vaø giaû thieát)     

 Nhaän xeùt 

Cho phöông trình baäc  n  heä soá  thöïc   anzn + an-1zn-1+....+a1z + ao = 0   (1) , an ≠ 0. 

♦ Khi 0=+ ib thì 0=− ib . Do ñoù, neáu oz  laø nghieäm cuûa phöông trình (1) thì a a oz  
cuõng laø nghieäm phöông trình (1). 

♦ Neáu  n  leû thì phöông trình (1) luoân coù ít nhaát moät nghieäm thöïc. 

5 - Daïng löôïng giaùc cuûa soá phöùc 

                                          y 

 

                                                 

                          rsinϕ =b                                    (a,b) = a+ib = z 

                                                          r                                  

                                                    ϕ        

                                      0                                a= rcosϕ              x 

 

Chuùng ta thaáy raèng moãi soá phöùc z = a+ib = (a,b) töông öùng vôùi moät vectô coù goác 
laø goác toïa ñoä vaø ngoïn laø ñieåm coù toïa ñoä (a,b). Ñeå ñôn giaûn ta goïi veùctô naøy laø   
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vectô z. Goïi r laø moâñun veùctô z vaø ϕ laø goùc giöõa truïc 0x vaø veùctô z. Töø nhaän xeùt naøy 
chuùng ta seõ thieát laäp daïng löôïng giaùc (daïng cöïc) cuûa soá phöùc nhö  sau. 

5.1- Moâ-ñun cuûa soá phöùc 

Cho soá phöùc z = a + ib . Moâ-ñun cuûa z,  kyù hieäu |z|  vaø ñònh nghóa bôûi 

                                                                                                                               (1.4)                          
       |z| := 22 ba +  = r 

 

Ví duï 1.3  Vôùi z = 4 – 3i  thì |z| = 22 )3(4 −+=  = 5                                              

 Moät soá tính chaát: ∀z, z1, z2 ∈ C 

i) |z| ≥ 0 ;  |z| = 0 ⇔ z = 0 

ii) |z1 ± z2| ≤ |z1| + |z2| (BÑT tam giaùc) 

iii) |z1| - |z2| ≤ |z1 ± z2| 

iv) |z1.z2| = |z1|.|z2| 

v) z
z

z
z

1

2

1

2

=  , z2 ≠ 0 

5.2- Argument cuûa soá phöùc   Cho soá phöùc z = a + ib ≠ 0, r= |z| 

♦ Giaù trò chính cuûa argument cuûa soá phöùc z  laø goùc ϕ   (-π < ϕ ≤ π) thoûa                    
z = r(cosϕ + isinϕ), kyù hieäu Argz . Cuï theå   Argz  ñöôïc tính nhö sau: 

           Arg z = 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<=−

>=

<<+−

≥<+

∈∀>

0 vaø  b

0 vaø  b

0 vaø  b

 0 vaø  b

 0 a khi                         
2

 0 a khi                            
2

 0 a khi          

 0 a khi             

Rb0,  a khi                   

π

π

π

π

a
barctg

a
barctg

a
barctg

                                       (1.5) 

♦ Argument cuûa z, kyù hieäu argz:  

                   argz := Argz + k2π, k ∈ Z                                                           (1.6) 

 Chuù yù 

• Moät soá taøi lieäu duøng  argz  ñeå kyù hieäu giaù trò chính vaø Argz ñeå kyù hieäu 
argument.  

• Coù theå qui ñònh giaù trò chính cuûa argument trong khoaûng [0; 2π). 
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5.3 - Daïng löôïng giaùc cuûa soá phöùc   Cho soá phöùc z = a + ib ≠ 0 

  

        y  
                                                               
 rsinϕ= b                  z = a + ib            

                  

                   ϕ                                

                 0                     a= rcosϕ          x 

             
 

♦ ϕ = argz  (hay ϕ = Argz) 

♦ a = rcosϕ 

♦ b = rsinϕ 

 Khi ñoù                                                                                                               (1.7)            z = r ( cosϕ  + i sinϕ ) 

goïi laø daïng löôïng giaùc cuûa soá phöùc.                                                                        ª 

 Chuù yù Chuùng ta thöôøng tìm daïng löôïng giaùc cuûa soá phöùc z = a + ib ≠ 0 qua hai 
böôùc sau: 

Böôùc 1  Tính zbar =+= 22  

Böôùc 2  Tìm moät goùc ϕ thoûa 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

r
b
r
a

ϕ

ϕ

sin

cos
 

Khi ñoù daïng löôïng giaùc cuûa z laø : )sin(cos ϕϕ irz +=  

Ví duï 1.4  Vieát  soá phöùc  z = 1+i 3   ñöôùi daïng löôïng giaùc. 
Giaûi 

Modun  r =  z = 22 )3(1 +  = 2 

              →

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

2
3sin

2
1cos

ϕ

ϕ
 chọn 

3
πϕ =  

Vaäy z = 2(cos
3
π + isin

3
π )                                                                                          

6. Luõy thöøa baäc n soá phöùc- Coâng thöùc Moivre 

Cho  caùc soá phöùc 
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              z1 = r1(cosϕ1+ isinϕ1); z2 = r2(cosϕ2+isinϕ2),…, zn = rn(cosϕn +isinϕn). 

Khi ñoù z1z2  = r1.r2[(cosϕ1 cosϕ2 - sinϕ1sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2+ cosϕ1 sinϕ2)] 

                    = r1.r2[cos(ϕ1+ϕ2) +isin(ϕ1+ϕ2)] 

Töông töï 
2

1

2

1

r
r

z
z

= [cos(ϕ1-ϕ2) +isin(ϕ1-ϕ2)] , vôùi z2 ≠ 0. 

 Suy ra : z1z2 …zn  = r1r2…rn[cos(ϕ1+ϕ2 +…+ϕn) + isin(ϕ1+ϕ2 +…+ϕn)] 

Neáu z1 = z2 = … = zn = z = r( cosϕ  + i sinϕ ) ta ñöôïc coâng thöùc luõy thöøa baäc n soá phöùc 

                                                                                                                         (1.8) 

                                                                                                                                                                  

z n = [ ]n)isinr(cos ϕϕ +   =  rn( cosnϕ  + i sinnϕ )  , ∀n∈ Z 

Khi r = 1 ta coù Coâng thöùc Moivre 

                                                                                                                             (1.9)     =   cosnϕ  + i sinnϕ , ∀n∈Z n)isin(cos ϕϕ +
 

Ví duï 1.5   Tính vaø vieát keát quaû döôùi daïng ñaïi soá  phöùc  (1+i 3 )2017 . 
Giaûi 

Ñaët z = 1+i 3  =  2(cos
3
π + isin

3
π ) . Khi ñoù  

(1+i 3 )2017 = z2017 = 22017 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3
2017sin

3
2017cos ππ i  =   

                     = 22017 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3
sin

3
cos ππ i  = 22017

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
3

2
1 i  = 22016(1+i 3 )                   

7 -  Khai caên baäc n cuûa soá phöùc  

Caên   baäc n cuûa soá phöùc z , kyù hieäu n z , laø soá phöùc  thoûa maõn .  w zwn =

Deã thaáy 00 =n . 

Ñaët caùc soá phöùc z = r(cosϕ + isinϕ) ≠ 0, w =  ρ(cosθ + isinθ). Ta coù 

       ρn(cosnθ + isinnθ) = [ρ(cosθ + isinθ)]n = wn = z = r(cosϕ + isinϕ) 

⎩
⎨
⎧

∈+=
=

⇒
Z k  ,π2kn

rρ
θ

n

vôùi ϕ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈
+

=

=
⇒ Z   k,2k

rn

vôùi
n

πθ

ρ
ϕ  

Neáu goïi n r  laø caên baäc n duy nhaát (döông) cuûa soá thöïc döông r, ta ñöôïc: 

 ]2sin2[cos
n
ki

n
krwz nn πϕπϕ +

+
+

== = )]2sin()2[cos(
n

k
n

i
n

k
n

rn πϕπϕ
+++ , . Z k ∈

Do caùc haøm cos, sin tuaàn hoaøn chu kyø π2 neân  ta ñöôïc  
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 z r k
n

i k
n

n n=
+

+
+(cos sinϕ π ϕ π2 2 ); k = 0,1,2,..., n-1;   n  ∈ N+                          (1.10) 

(chæ caàn laáy  n giaù trò nguyeân lieân tieáp cuûa k) 
 Nhaän xeùt   Caên baäc n cuûa moät soá phöùc z = r(cosϕ + isinϕ) ≠ 0 coù taát caû n giaù trò, 

chuùng coù bieåu dieãn hình hoïc laø  n  ñænh cuûa moät ña giaùc ñeàu  n  caïnh noäi tieáp 
ñöôøng troøn taâm 0 baùn kính laø n r . 

Ví duï 1.6   Khai caên baäc 4 soá phöùc  z = -1 + i 3  vaø bieåu dieãn caùc keát quaû leân maët 
phaúng phöùc.  

Giaûi 

Moñun  r =  z = 22 )3()1( +−  = 2 , Argz = π + arctg(- 3 ) = π-
3
π  = 

3
2π  

Suy ra  z = 2(cos
3

2π + isin
3

2π ) ⇒ 4 z  = 4 2

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
++

4

k2
3

2

4

k2
3

2

sinicos
π

π
π

π

k

ñaët
z= , 

vôùi k = 0, 1, 2, 3. Bieåu dieãn hình hoïc caùc keát quaû nhö sau: 

                                                                                                                                                                              

8 - Coâng thöùc Euler- Daïng muõ cuûa soá phöùc 

  Coâng thöùc Euler:  cosϕ + isinϕ =  eiϕ                                                      (1.11)   

  Daïng muõ cuûa soá phöùc:  z = r(cosϕ + isinϕ) = reiϕ                                   (1.12) 

 Cho   z1   =  r1 1
ϕie   ,   z2 = r2 2

ϕie .  

Khi ñoù       ;        )(
2121

21. ϕϕ += ierrzz )(

2

1

2

1 21. ϕϕ −= ie
r
r

z
z     
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Ví duï 1.7    z = -1 +i 3  = 2(cos
3

2π + isin
3

2π ) = 3
2

i
e 2

π

                                           

 

  BAØI TAÄP   
Baøi 1.1    Tìm phaàn thöïc vaø phaàn aûo soá phöùc 

 + e-i+3            b) 
i

iz
31

1)23( 3

+
+−=       c) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

=
i
i

i
iz

3
21

1
1 100

 a)  z = 
i51

1
−

Baøi 1.2  Chöùng minh:   

a) ∀z ≠ 0 thì Rez = 1
2

2

z
z
z

+
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ ;  Imz = 1

2

2

i
z

z
z

−
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟  

b) 2
21 zz + +  z z1 2

2
−  = 2 ( z z1

2
2

2
+ ) . Giaûi thích yù nghóa hình hoïc cuûa keát quaû naøy. 

c)   =   cosnϕ i sinnϕ , ∀n∈Z n)isin(cos ϕϕ ± ±

d) Neáu )isinr(cosz ϕϕ ±= thì  

    = , ∀n∈Z  nz )sin(cos ϕϕ ninr n ±

   )2sin2(cos
n
ki

n
krz nn πϕπϕ ±

+
±

= vôùi k = 0,1,2,..., n-1(chæ caàn laáy  n giaù trò nguyeân lieân tieáp cuûa k) ,n∈N+ 

Baøi 1.3  Tìm caùc soá thöïc x,y sao cho:  

     a) 3x +2iy –ix +5y = 7 + 5i 

     b) 2x-3iy+4ix-2y-5-10i = -i( )x y+ + 2 ( )y x− + 3 .  

Baøi 1.4  Vieát caùc soá phöùc sau ñaây döôùi daïng löôïng giaùc vaø daïng muõ. 

     a)  z = -8i                  b)  z = 1 - i 3                     c) z = - 3 - i    

     d)  z = 32                  e)  z = -2 + 2i                      f) z = − −
1

2
3

2
i 

Baøi 1.5 Vieát caùc soá phöùc sau ñaây ñöôùi daïng ñaïi soá. 

     a)   − +
−
2

4 3
i
i

               b)  (1+i 3 )6                       c)  1
1

5
−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

i
i

      

     d) 1 3
1

4
+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

i
i

         e) 34 − i 3                      f) 
10

31
31
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

+

i
i  

     g)   (-1+i)7                           h)   ( ) 4
1

388 i −−  

Baøi 1.6 Giaûi caùc phöông trình sau ñaây:  
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a) 0− =   ( ) ( )z i z i2 2 3+ − +

b) z i
z

z i
z

+
=

+                      

c) z2 - (2+3i)z -1 + 3i = 0     

d) 0  423 =−− zz

 

e) 0i =   5 4 42iz z− +

f) z4  + z2 + 1 = 0           

g) z2 + 3 z + 1 = 0 

h) z4 - z2 - 2z + 2 = 0   

i) z2 (1-z2 ) = 16 

Baøi 1.7  Cho phöông trình: anzn + an-1zn-1+.........+a1z + ao = 0   (1); ak∈R,                    
k = 0,1,2,.....,n vaø an≠ 0.  Chöùng minh raèng neáu zo laø nghieäm cuûa phöông trình (1) thì 
zo  cuõng laø nghieäm cuûa (1). 

Baøi 1.8  Cho ña thöùc f(z) = anzn + an-1zn-1+.........+a1z + ao  vôùi ak∈R, k = 0,1,2,.....,n .   
Giaû söû f(3+2i) = 1- 2i, haõy tính f(3-2i). 

Baøi 1.9 Chöùng minh raèng : 1 + z + z2 + …..+ zn  = 
z

zn

−
− +

1
1 1

 , vôùi z ≠ 1. Töø ñoù suy ra 

ñaúng thöùc löôïng giaùc Lagrange :  

           1 +cosθ + cos2θ + ……..+ cosnθ = 
2
1 + 

)θ/2sin(
θ/2])nsin[(

2
12 + . 
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§2. MAËT PHAÚNG PHÖÙC 
1. Maët phaúng phöùc 

  Soá phöùc voâ cuøng:  Cho soá phöùc z = a +ib . Khi a = ∞ hay b = ∞ thì ta noùi z laø soá 
phöùc voâ cuøng vaø ta ghi z = ∞. 

 Maët phaúng phöùc: 

                        y 
 

                    y                                    M(x,y)  ∈+=⎯⎯ →← − iyxz)11(

 

 

 

                                                                                        

                    o                                 x                                             x 
 

Cho maët phaúng vôùi heä truïc toïa ñoä Ñeà-caùc  0xy. ÖÙng vôùi moãi ñieåm M(x,y), ta lieân 
keát vôùi moät soá phöùc duy nhaát  z = x + iy. Khi ñoù maët phaúng 0xy goïi laø maët phaúng 
phöùc vaø ta thöôøng goïi laø maët phaúng z hay maët phaúng phöùc C ( coøn goïi laø maët phaúng 

hôû). 

Maët phaúng kín, kyù hieäu ,   C ∪{∞}. Vaäy maët phaúng phöùc coù theâm caùc ñieåm ∞ goïi laø 

maët phaúng kín. 

ÑN
=

 Khoaûng caùch trong maët phaúng phöùc: 
Trong maët phaúng phöùc cho hai ñieåm z1= x1 + iy1 , z2 = x2 + iy2 . Khi ñoù khoaûng caùch 
giöõa z1 vaø  z2 laø   

⎢z1 –z2⎢= 2
21

2
21 )yy()xx( −+−  

2. Moät soá khaùi nieäm trong maët phaúng phöùc 

2.1- Hình troøn môû, hình troøn ñoùng 

 Hình troøn môû: Hình troøn môû taâm zo  baùn kính r > 0, kyù hieäu B(zo,r), vaø ñònh nghóa 
bôûi  

                     B(zo, r) : = {z / |z-zo| < r} 
                                                                                                                    r 
                                                                                                      zo   • 
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 Hình troøn ñoùng: Hình troøn ñoùng taâm zo  baùn kính r > 0 , kyù hieäu )r,z(B o   vaø ñònh 
nghóa bôûi 

                          )r,z(B o  : = {z / |z-zo| ≤ r}       ( hình troøn coù laáy bieân ) 

                      
                                                                                                                    r 
                                                                                                      zo   • 

 

 

 ε- laân caän: Cho ε > 0 beù. Khi ñoù hình troøn  B(zo, ε) goïi laø ε-laân caän cuûa zo. 
 

                     B(zo, ε) : = {z / |z-zo| < ε} 
                                                                                                                 ε 

                                                                                                      zo   • 

 

2.2-Ñieåm trong, ñieåm bieân, ñieåm tu  Cho E laø taäp hôïp trong  maët phaúng phöùc. 

♦ Ñieåm zo goïi laø ñieåm trong cuûa E  neáu ∃r > 0 sao cho B(zo, r) ⊂ E. 

♦ Ñieåm zo goïi laø ñieåm bieân cuûa E  neáu ∀r > 0, hình troøn môû B(zo, r) chöùa ñieåm 
thuoäc E vaø ñieåm khoâng thuoäc E. Taäp taát caû caùc ñieåm bieân cuûa E kyù hieäu laø E∂ . 
Bao ñoùng cuûa E, kyù hieäu E , E := E∪ E∂ . ( Löu yù  ñieåm bieân cuûa E coù theå khoâng 
thuoäc E) 

♦ Ñieåm zo goïi laø ñieåm  tuï  cuûa E  neáu ∀r > 0 hình troøn môû B(zo, r) chöùa voâ soá ñieåm 
thuoäc E. ( Löu yù  ñieåm tuï  cuûa E coù theå khoâng thuoäc E) 

2.3-Taäp ñoùng, taäp môû, taäp bò chaën, taäp compact, taäp lieân thoâng 

Cho E laø taäp hôïp trong maët phaúng phöùc 

♦ Taäp E goïi laø taäp môû neáu moïi ñieåm thuoäc E ñeàu laø ñieåm trong cuûa E. 

♦ Taäp E goïi laø taäp ñoùng neáu E chöùa moïi ñieåm bieân cuûa noù. 

♦ Taäp E goïi laø taäp bò chaën ( giôùi noäi) neáu ∃R > 0 sao cho E ⊂ B(0, R). 

♦ Taäp ñoùng vaø bò chaën goïi laø taäp compact. 

♦ Taäp E goïi laø taäp lieân thoâng neáu moãi  caëp ñieåm z1, z2 baát kyø thuoäc E luoân toàn taïi 
moät ñöôøng lieân tuïc trong E noái z1 vôùi z2. 

2.4- Mieàn, mieàn ñôn lieân, mieàn ña lieân 
Cho D ≠ ∅  laø taäp hôïp trong maët phaúng phöùc. 
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j)    Taäp D goïi laø moät mieàn neáu D laø taäp môû vaø lieân thoâng. 
ii)    Neáu D laø moät mieàn thì DDD ∂∪=  goïi laø mieàn kín ( mieàn ñoùng). 
iii) Mieàn D goïi laø mieàn ñôn lieân neáu bieân cuûa D chæ goàm moät thaønh phaàn lieân 

thoâng. Mieàn khoâng ñôn lieân goïi laø mieàn ña lieân ( bieân cuûa  noù coù töø hai thaønh 
phaàn lieân thoâng trôû leân). 

Baøi taäp 

Baøi 1.10   

a) Biểu diễn các số phức sau đây trên cùng một mặt phẳng phức: i53 + ,  

, )53(2 i+ )53(
2
1 i+ , 3)53(

2
1 πi

ei+ , 3)53(
2
1 πi

ei
−

+ .  

b) Biểu diễn các số phức sau đây trên cùng một mặt phẳng phức: iba + ,  

, )(2 iba + )(
2
1 iba + ,  )(

2
1 iba + 3

π
i

e , )( ibar + , )( ibar + 3
π

i
e , )( ibar + 3

π
i

e
−

,  

(với . 

)( ibar + θie

)0,0,0 >>> rba

Baøi 1.11  Neâu yù nghóa hình hoïc cuûa caùc taäp hôïp ñieåm trong maët phaúng phöùc thoûa caùc 
heä thöùc sau.  

a) A = {z z z/ − 1 = z z− 2  , z z1 2≠ }    

b) B = { }z z i/ − + ≤1 5                             

c) C = { }z z i z i/ + − + − + =2 2 6  

d) D = { }z z i z i/ + − + − + <3 3 12  

e) E = { }622 / =−−+ zzz  

f) F = { }z z i/ arg( )+ =
π
4

                         

g) G = { }z z/ Im ≤ 2  

 

h) H = {z z z z z a/ − + + ≤0 0 2  , }z a R0 < ∈  

Vôùi moãi taäp hôïp treân, haõy cho bieát chuùng coù tính chaát naøo sau ñaây:  Ñoùng, môû, bò 
chaën, compaêct, lieân thoâng, mieàn. 
Baøi 1.12    Neâu yù nghóa hình hoïc cuûa caùc taäp hôïp ñieåm trong maët phaúng phöùc thoûa 
caùc heä thöùc sau.  
a) A = { }321/ ≤+− izz                               
b) B = { }622/ ≤+−+−+ izizz  
c) C ={ 221: ≥−+ izz } 

d) D = { }42 1: ≤+< izz  

e) E = { }
4

)arg(: π
=− izz                   

f) F = { }2Im1: ≤≤− zz  
 

Vôùi moãi taäp hôïp treân, haõy cho bieát chuùng coù tính chaát naøo sau ñaây:  Ñoùng, môû, bò 
chaën, compaêct, lieân thoâng, mieàn. 
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Chöông 2 

HAØM  BIEÁN  PHÖÙC 
 
Trong chöông naøy, baïn seõ hoïc: 

♦ Khaùi nieäm haøm bieán phöùc. 

♦ Phaàn thöïc vaø phaàn aûo cuûa haøm bieán phöùc. 

♦ Pheùp bieán hình thöïc hieän bôûi haøm bieán phöùc. 

♦ Giôùi haïn vaø lieân tuïc cuûa haøm bieán phöùc. 

♦ Caùc haøm soá sô caáp cô baûn. 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

1. Ñònh nghóa haøm bieán phöùc 

Giaû söû A laø taäp hôïp ñieåm trong maët phaúng phöùc z. Neáu coù moät qui taéc  f  maø moãi 
soá phöùc z ∈A , töông öùng vôùi moät hoaëc nhieàu soá phöùc xaùc ñònh w , thì ta noùi treân taäp 
A ñaõ xaùc ñònh moät haøm bieán phöùc w = f(z). 

 
♦ Neáu moãi soá phöùc z ∈A , töông öùng vôùi duy nhaát moät soá phöùc xaùc ñònh w, thì ta noùi     w 

= f(z) laø haøm ñôn trò. 

♦ Neáu moãi soá phöùc z ∈A , töông öùng vôùi hai hay nhieàu soá phöùc xaùc ñònh w, thì ta noùi    w 
= f(z) laø haøm ña trò. 

♦ Neáu w = f(z) laø haøm bieán phöùc xaùc ñònh treân taäp A thì A goïi laø mieàn xaùc ñònh vaø taäp    B 
= { w / ∃ z ∈ A  thoûa f(z) = w } goïi laø mieàn giaù trò cuûa haøm bieán phöùc w = f(z).  
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♦ Sau naøy, khi noùi ñeán moät haøm phöùc w = f(z) maø khoâng noùi roõ gì theâm thì ta xem 
ñoù laø haøm ñôn trò. 

Ví duï 2.1 

a) Haøm w = z2  laø haøm ñôn trò xaùc ñònh treân toaøn maët phaúng. 

b) Haøm w = z   laø haøm hai trò xaùc ñònh treân toaøn maët phaúng. 

c) Haøm w =
1z

z
2 +

laø haøm ñôn trò xaùc ñònh treân toaøn maët phaúng tröø hai ñieåm ivaø –i. 

d) Haøm w = 
iz

iz
−

++
1323   laø haøm ba trò xaùc ñònh treân toaøn maët phaúng tröø ñieåm i. 

                                                                                                                                    
 Haøm ngöôïc 

Giaû söû w= f(z) laø moät haøm bieán phöùc coù mieàn xaùc ñònh laø taäp A vaø mieàn giaù trò laø 
taäp B. Khi ñoù , moãi w ∈ B , töông öùng vôùi moät hoaëc nhieàu giaù trò z ∈ A sao cho f(z) 
= w. Nhö vaäy treân taäp B ñaõ xaùc ñònh moät haøm phöùc z = g(w) bieán taäp B thaønh taäp A, 
haøm naøy goïi laø haøm ngöôïc cuûa haøm w = f(z). 

Ví duï 2.2   Haøm w = 3 z  vaø w = z3 laø  hai haøm ngöôïc cuûa nhau.                             
 

2. Phaàn thöïc vaø phaàn aûo cuûa haøm bieán phöùc  

Cho haøm bieán phöùc  W = f(z), töùc laø cho phaàn thöïc  u  vaø  phaàn  aûo  v cuûa w. 
Neáu  z = x + iy thì  u vaø v laø hai haøm thöïc cuûa hai bieán soá ñoäc laäp x vaø y. Toùm laïi, 
cho haøm phöùc w = f(z), töông öùng cho hai haøm thöïc  u = u(x, y) ; v = v(x, y).   

       w= f(z)  w = u(x, y) + iv(x, y)         (2.1) ⇔
+= iyxz

Ví duï 2.3   Tìm phaàn thöïc vaø phaàn aûo cuûa caùc haøm phöùc: 

a)  w = 
z
1  b) w= z2  + 2i z  

Giaûi 

a) w = 
z
1  = 

iyx
1
+

= 22 yx
iyx

+
− = 22 yx

x
+

+i 22 yx
y
+
−  

  Vaäy  phaàn thöïc u(x,y) = 22 yx
x
+

  vaø phaàn aûo  v(x,y) = 22 yx
y
+
− . 

b) w = (x+iy)2 + 2i(x-iy) = x2 –y2 + 2ixy + 2ix + 2y = (x2 –y2+ 2y) + i(2xy + 2x) 

 Vaäy phaàn thöïc u(x,y) =  x2 –y2+ 2y  vaø phaàn aûo v(x,y) = 2xy + 2x                                                    
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3.  Pheùp bieán hình thöïc hieän bôûi moät haøm bieán phöùc 
Giaû söû w= f(z) laø moät haøm bieán phöùc coù mieàn xaùc ñònh laø taäp A trong maët phaúng z   ( maët 
phaúng 0xy) vaø mieàn giaù trò laø taäp B trong maët phaúng w (maët phaúng 0’uv). Khi ñoù ta noùi haøm 
w = f(z) thöïc hieän moät pheùp bieán hình töø taäp A trong maët phaúng z leân taäp B trong maët 
phaúng w. 

          y 

 

 

                                   A 

                                    zo 

 

 

 

        0                                                  x 

                                                     Hình 2.1

              v 

 

w= f(z) 

                                        B 

                                     wo 

 

 

 

              0’                                            u 

Ví duï 2.4  Tìm aûnh cuûa caùc taäp hôïp ñieåm sau ñaây qua pheùp bieán  hình w = z3. 

a)  Ñieåm  zo = 1-i . 

b)  Ñöôøng troøn ⎜z⎜= r. 

c)  Tia argz = α    ( 0 
3
πα << ). 

d) Mieàn hình quaït 0 < argz< 
3
π . 

Giaûi 

a) Vôùi  zo = 1-i  ⇒ wo = (1-i)3  = -2-2i. 

        
                                                                      Hình 2.2a 
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b) Vôùi  z = r(cosϕ+ isinϕ ) ⇒ w= z3 = r3(cos3ϕ +i sin3ϕ ). Suy ra ⎜z⎜= r thì ⎜w⎜= r3.  
Vaäy aûnh cuûa ñöôøng troøn  baùn kính r laø ñöôøng troøn  baùn kính r3. 

           

Hình 2.2b 

c)  z = r(cosα+ isinα ) ⇒ w= z3 = r3(cos3α +i sin3α ). Suy ra aûnh cuûa tia argz = α  laø 
tia argw = 3α. 

            
Hình 2.2c 

 

d)      z = r(cosϕ+ isinϕ ) ⇒ w= z3 = r3(cos3ϕ +i sin3ϕ ).  Maø 0 < r < ∞ thì 0 < r3< ∞ ; 

0 < ϕ < 
3
π  thì 0 < 3ϕ < π . Vaäy aûnh cuûa mieàn hình quaït 0 < argz < 

3
π  laø nöûa maët 

phaúng phía treân truïc thöïc 0’u. 

             
                                                             Hình2.2d                                                          
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4 - Giôùi haïn cuûa haøm bieán phöùc   

4.1- Ñònh nghóa    

Cho haøm phöùc xaùc ñònh vaø ñôn trò trong laân caän ñieåm zo   (coù theå tröø zo).   
Soá phöùc 

)(zfw =

L  goïi laø giôùi haïn cuûa haøm f(z) khi z daàn ñeán zo neáu: 0>∀ε cho tröôùc, ∃δ > 
0 sao cho ∀z∈ laân caän zo thoûa δ<−< ozz0  thì  ε<− Lzf )( . 
Kyù hieäu   a)z(flim

ozz
=

→
 

4.2- Ñònh lyù    

Cho haøm bieán phöùc ),(),()( yxivyxuzf += ,  z0 = x0 +iy0,  L  = α + iβ thì ta coù: 

                         (2.2) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
→

=
→

⇔=
→

→

→

0

0

),(lim

),(lim

)(lim

0

0

0

yy

yy

yxv
xx

yxu
xx

Lzf
zz β

α

 Nhaän xeùt   

Vieäc tính giôùi haïn cuûa haøm phöùc ñöôïc chuyeån thaønh vieäc tính giôùi haïn hai haøm 
thöïc hai bieán. Caùc tính chaát giôùi haïn haøm phöùc töông töï nhö haøm thöïc. 

Ví duï 2.5  Chöùng minh      2
o

2 zz
zz

lim
0

=
→

Ta coù w = z2  = (x+iy)2  = x2 – y2  +i2xy ⇒ u = x2 – y2 , v = 2xy 

 
2
o

2
o

22

yy
xx

yx)yx(lim
o
o

+=+
→
→

 ,   oo
yy
xx

yx2)xy2(lim
o
o

=
→
→

 

Suy ra                                                                    2
ooo

2
o

2
o

2 zyx2iyxz
zz

lim
0

=+−=
→

4.3-Ñònh lyù   

a)  Neáu B)z(g
zz

lim,A)z(f
zz

lim
00

=
→

=
→

 thì  

 (i)  ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
0 0 0z z

f z g z
z z

f z
z z

g z A B
→

± =
→

±
→

= ±  

 (ii)  lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( ) .
0 0 0z z
f z g z

z z
f z

z z
g z A B

→
=

→ →
=  

 (iii) lim ( )
( )

lim ( )

lim ( )0

0

0

z z
f z
g z

z z
f z

z z
g z

A
B→

= →

→

= ; neáu B ≠ 0. 

b)  Giôùi haïn cuûa haøm soá neáu coù thì duy nhaát. 
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5 - Haøm soá lieân tuïc   

5.1- Ñònh nghóa   

Giaû söû haøm  xaùc ñònh vaø ñôn trò trong laân caän ñieåm z0. Haøm  goïi laø lieân 
tuïc taïi z0  neáu vaø chæ neáu  xaùc ñònh taïi z0 vaø 

)(zfw = )(zf
)(zf lim ( ) ( )

0
0z z

f z f z
→

= . 

Haøm f(z) goïi laø lieân tuïc treân  mieàn D neáu noù lieân tuïc taïi moïi ñieåm z  thuoäc  D. 

5.2- Ñònh lyù    

Giaû söû  ),(),()( yxivyxuzf += . Haøm f(z) lieân tuïc taïi z0 = x0 + iy0 khi vaø chæ khi caùc 
haøm u(x,y) vaø  v(x,y) lieân tuïc taïi (x0,y0). 

 Nhaän xeùt  Vieäc xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm phöùc  ñöôïc chuyeån thaønh vieäc xeùt tính 
lieân tuïc cuûa hai haøm thöïc hai bieán.  

Ví duï 2.6   Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm f(z) = 2z
zzz + . 

Giaûi 

Ta coù f(z) = 2z
zzz +

= 22

22

yx
yxiyx

+
−++

= 22

22

yx
yxx

+
−+

+i 22 yx
y
+

. 

Maø caùc haøm u(x,y) = 22

22

yx
yxx

+
−+ , v(x,y) = 22 yx

y
+

 lieân tuïc treân toaøn maët phaúng tröø 

ñieåm (0,0). Suy ra  lieân tuïc treân toaøn maët phaúng tröø ñieåm z = 0.                        )(zf

Töø nhaän xeùt treân cuøng vôùi caùc tính chaát lieân tuïc cuûa haøm hai bieán ta suy ra ñöôïc caùc 
ñònh lyù sau. 

5.3- Ñònh lyù      

Toång, hieäu,  tích, thöông cuûa caùc haøm lieân tuïc cuõng laø haøm lieân tuïc, vôùi ñieàu kieän 
maãu soá khaùc khoâng. Haøm hôïp cuûa hai haøm lieân tuïc thì lieân tuïc. 

5.4-  Ñònh lyù   

Neáu haøm  lieân tuïc trong mieàn kín bò chaën )(zfw = D  thì  bò chaën treân mieàn ñoù. 
Nghóa laø ∃M > 0 sao cho 

)(zf
)(zf  < M, ∀z ∈D . 

5.5-  Ñònh lyù   

Neáu haøm  lieân tuïc trong mieàn kín bò chaën )(zfw = D  thì noù ñaït giaù trò lôùn nhaát vaø 
nhoû nhaát (veà modun) treân mieàn ñoù. 

6- Caùc haøm soá sô caáp cô baûn 

6.1 Haøm ña thöùc 
                        w = anzn + an-1zn - 1 + .....+ a1z + a0 = P(z)                                       (2.3) 
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 vôùi an ≠ 0; a0, a1, ....., an laø caùc haèng soá phöùc, n laø soá nguyeân döông ñöôïc goïi laø baäc 
ña thöùc P(z). Haøm naøy ñôn trò vaø lieân tuïc treân toaøn maët phaúng phöùc. 

6.2  Haøm phaân thöùc ñaïi soá 

                                                    w := P z
Q z

( )
( )

                                                            (2.4) 

vôùi P(z), Q(z)  laø caùc ña thöùc. Haøm naøy ñôn trò vaø lieân tuïc khaép nôi tröø caùc ñieåm zo 
maø Q(z0) = 0. 

6.3-Haøm muõ 

♦ w = ez = ex + iy = ex(cosy + isiny)                                                                  (2.5)                      

Haøm naøy ñôn trò vaø lieân tuïc treân toaøn maët phaúng phöùc. 

ez+2kπi = ez e2kπi ez(cos2kπ + isin2kπ) = ez
   , k ∈Z. 

♦ 1 ≠ a ∈ R+ :  az := ezlna                                                                                     (2.6) 

Ví duï 2 .7    2z = ezln2  ;   2 3+i  =  e (3+i) ln2 = e3ln2 eiln2 = e3ln2 [cos(ln2) +isin(ln2)].  

6.4 -Caùc haøm löôïng giaùc 
   

      sin z eiz e iz

i
=

− −

2
               ;           cosz eiz e iz

=
+ −

2
                (2.7)    

       tgz z
z

=
sin
cos

                        ;            cot cos
sin

gz z
z

=                        (2.8) 

Moät soá tính chaát 

sin2z + cos2z = 1                         1 + tg2z = 1
2cos z

                      1 + cotg2z = 1
2sin z

                              

sin(-z) = -sinz                              cos(-z) = cosz                           tg(-z) = -tgz 
cotg(-z) = -cotgz                           sin(z1 ± z2) = sinz1cosz2 ± cosz1sinz2. 

tg(z1 ± z2) = tgz tgz
tgz tgz
1

1 21
±

m .
2               cos(z1 ± z2) = cosz1.cosz2   sinz1.sinz2 m

Vôùi t ∈ R , cos(it) = 
2

ee tt +−
+∞⎯⎯ →⎯ +∞→t ; sin(it) = 

2
ee tt −−

+∞⎯⎯ →⎯ −∞→t .           ª 

* Nhaän xeùtù   Caùc haøm sinz, cosz khoâng bò chaën treân . 

6.5-Caùc  haøm Hyperbolic 

                shz ez e z
=

− −

2
             ;     chz ez e z

=
+ −

2
                      (2.9) 

                 thz shz
chz

=                      ;      
shz
chzzcoth =                           (2.10) 
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6.6 Caùc haøm logarit 

♦   Neáu z = ew thì ta vieát w = lnz, goïi laø logarit töï nhieân cuûa z. 

        z = reiϕ = rei(ϕ + k2π), k = 0, ± 1, ± 2, ....  

        w= lnz = lnr + i(ϕ + k2π); k = 0, ± 1, ± 2,....                           (2.11)   

Vaäy w = lnz  laø haøm ña trò. Vôùi moãi soá nguyeân k coá ñònh , ta seõ xaùc ñònh ñöôïc moät 
nhaùnh cuûa haøm, luùc ñoù haøm trôû thaønh ñôn trò. Nhaùnh chính cuûa haøm lnz , kyù hieäu laø 
Lnz,  xaùc ñònh bôûi: Lnz = lnr + iϕ   vôùi 0 ≤ ϕ < 2π  ( hoaëc coù theå laáy -π < ϕ ≤ π). 

Haøm lnz laø haøm ngöôïc cuûa haøm ez . 

♦  Neáu z = aw thì w = logaz, 0 < a≠ 1:                                                        (2.12) W z z
= =log ln

a aln                               
6.7-Caùc haøm löôïng giaùc ngöôïc   

Caùc haøm ngöôïc cuûa caùc haøm sinz, cosz, tgz, cotgz laàn löôït laø arcsinz, arccosz, arctgz, 
arccotgz  ; vaø xaùc ñònh nhö sau: 

 arcsin ln( )z
i

iz z= + −
1 1 2                         arctgz

i
iz
iz

=
+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

1
1

ln                (2.13) 

 arccos ln( )z
i

z z= + −
1 12                         arc gz

i
z i
z i

cot ln=
+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

           (2.14) 

6.8 -Caùc haøm Hyperbolic ngöôïc 

Caùc haøm ngöôïc cuûa caùc haøm shz, chz, thz, cothz laàn löôït laø , , , 
; vaø xaùc ñònh nhö sau: 

zsh 1− zch 1− zth 1−

zcoth 1−

 sh z z z− = + +1 1ln( )2                          th z z
z

− =
+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 1
2

1
1

ln                        (2.15) 

 ch z z z− = + −1 1ln( )2                          coth ln− =
+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 1
2

1
1

z z
z

                  (2.16) 

6.9 -  Haøm luõy thöøa   

zα , α ∈ C  ñöôïc ñònh nghóa bôûi     

                                                                zα  := eαlnz                                    (2.17) 

 Töông töï  haøm ( f(z)) g(z) =  .                                                    (2.18)     g(z)lnf(z)e
  Taát caû caùc haøm soá coù ñöôïc töø caùc haøm soá sô caáp cô baûn keå treân baèng caùch aùp 

duïng moät soá höõu haïn laàn caùc pheùp toaùn coäng, tröø, nhaân, chia, pheùp khai caên, pheùp 
hôïp hai haøm soá ,  goïi laø haøm soá sô caáp. 
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  BAØI TAÄP   
Baøi 2.1  Tìm phaàn thöïc vaø phaàn aûo cuûa haøm f(z) trong caùc tröôøng hôïp sau: 

a)  = z3 +2iz     b)  = z3 -2 +8i)(zf )(zf 2z z       c)  = )(zf
z

z + 3
  d) =)(zf

3+
−

z
iz  

d) =)(zf
iz
iz

3
2

+
−        e) =          f) = z               g)  )(zf ize −1 )(zf ize −1 )(zf izze 3=

Baøi 2.2  Vieát moãi haøm soá sau ñaây thaønh ña thöùc theo z = x + iy. 

     a)  = (x2 – y2 –2y +1) +2i(xy+x)       b)  = (-x2 +y2 –y +2) + i( x- 2xy) )(zf )(zf

Baøi 2.3  Xeùt tính lieân tuïc caùc haøm soá sau: 

a)  = )(zf
12 +z

z    b)  = (x +y2) + ixy     c)  = )(zf )(zf
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
+

−+

i- z hi         k          

-i z    khi

i
iz

izz 232

    

Baøi 2.4    Caùc haøm  = )(zf
Re z

z
,  = )(zf

z
z

,  = )(zf
z z

z
Re  xaùc ñònh vôùi z≠ 0. Phaûi 

xaùc ñònh theâm giaù trò  taïi z = 0 theá naøo ñeå haøm lieân tuïc taïi ñieåm naøy? )(zf

Baøi 2.5  Giaûi caùc phöông trình sau ñaây: 

a) sinz = 7 

b) sin2z  - 12sinz + 35 = 0 

c) cos3z – 3cosz + 2 = 0  

d) cos2z  - 9cosz + 20 = 0 
 

e) iz += 2 = 0 ln

f) z4 - z2 - 2z + 2 = 0 

g) ez = 0 

h) ez = -2 

i) 0=chz  

j) 6  −=chz

k) 2  −=shz

l) ishz  =

Baøi 2.6  Cho pheùp bieán hình ω = f(z) = z2. Tìm:  

a) Aûnh cuûa ñöôøng y = 2    b) Aûnh cuûa ñöôøng y = x     c) Tia  argz = α 

Baøi 2.7  Cho pheùp bieán hình ω = f(z) = 1
z

, tìm :  

a) Aûnh cuûa ñöôøng troøn x2 + y2 = 4  b) Aûnh cuûa ñöôøng y = x 

c)  Aûnh cuûa hoï ñöôøng troøn x2 + y2 = ax 

Baøi 2.8  Cho pheùp bieán hình ω = = z4. Tìm:  )(zf
a) Aûnh cuûa ñöôøng ⏐z ⏐= r.         b) Aûnh cuûa ñöôøng y = x      

c) Tia  argz = α                               d) Mieàn hình quaït 0 < argz < 
4
π  

Baøi 2.9 
a) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng x = 2π qua pheùp bieán hình f( z) = ez. 
b) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng x = a qua pheùp bieán hình f( z) = ez. 
c) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng y = π qua pheùp bieán hình f( z) = ez. 
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d) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng y = b qua pheùp bieán hình f( z) = ez. 

Baøi 2.10  
a) Chöùng minh raèng taát caû caùc nghieäm cuûa phöông trình  sinz = 0 ñeàu laø soá thöïc vaø 

tìm caùc nghieäm naøy. 

b) Chöùng minh raèng taát caû caùc nghieäm cuûa phöông trình  cosz = 0 ñeàu laø soá thöïc vaø 
tìm caùc nghieäm naøy. 

Baøi 2.11  Vieát caùc soá phöùc sau ñaây döôùi daïng ñaïi soá. 

a) )12ln(  −

b) ln(1+i 3 )     

c) )31ln( i−      
 

d) 2i  

e) ii  

f) sin(1+i) 
 

 

g) ch(1-i) 

h) )23( ish −  

i) tani 
 

j) (1-i)2+i 

k) arctg(1+i) 

l) arcsin(-i)  
 

 

Baøi 2.12  

a) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng   y = 
2
π

−   qua pheùp bieán hình w = ze  

b) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng   y = 
2
π   qua pheùp bieán hình w = ze +1  

c) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng   x = 2  qua pheùp bieán hình w = ze +1  

d) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng y = 
8
π  qua pheùp bieán hình w =   ze 4−

e) Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng x = 
8
π  qua pheùp bieán hình w =   ze 4−
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Chöông 3 

ÑAÏO HAØM CUÛA HAØM BIEÁN PHÖÙC 

Trong chöông naøy, baïn seõ hoïc: 

♦ Khaùi nieäm ñaïo haøm vaø vi phaân haøm bieán phöùc. 

♦ YÙ nghóa hình hoïc cuûa ñaïo haøm. 

♦ Ñieàu kieän Cauchy-Riemann. Coâng thöùc tính ñaïo haøm. 

♦ Khaùi nieäm haøm giaûi tích. 

♦ Khaùi nieäm haøm ñieàu hoøa. 

♦ Lieân heä giöõa haøm giaûi tích vaø haøm ñieàu hoøa. 

♦ Caùch tìm haøm giaûi tích khi bieát phaàn thöïc hoaëc phaàn aûo cuûa noù. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

1.Ñònh nghóa ñaïo haøm vaø vi phaân   

Cho haøm  xaùc ñònh vaø ñôn trò trong mieàn  vaø ñieåm z)(zfw = D D∈ .  

i) Neáu lim ( ) ( )f z  toàn taïi höõu haïn thì giôùi haïn naøy ñöôïc goïi laø ñaïo 

haøm cuûa haøm )(zf  taïi z, kyù hieäu f’(z).  
Δ

Δ
Δz

f z z
z→

+ −
0
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                                                                                                                       (3.1) 
 f’(z) = lim ( ) ( )Δ

Δz z→
f z z f z+ −  

0Δ

ii) Haøm soá  goïi laø coù ñaïo haøm treân mieàn  neáu  coù ñaïo haøm taïi moïi  
. 

)(zfw = D )(zf
Dz∈

iii) Haøm )(zf  goïi laø khaû vi taïi z neáu soá gia )z(w = f)zz(f)z(f −Δ+=Δ  coù theå vieát 
döôùi daïng  

)z(ozA)z(f Δ+Δ=Δ  

Trong ñoù A laø haèng soá phöùc chæ phuï thuoäc vaøo f vaø z, o(Δz) laø voâ cuùng beù caáp cao 
hôn Δz  khi  Δz→ 0. Khi ñoù  goïi laø vi phaân haøm soá taïi z, kyù hieäu  hay . zAΔ )(zdf dw

iv) Haøm soá )(zf  goïi laø khaû vi treân mieàn D  neáu )(zf  khaû vi taïi moïi Dz∈ . w =

 

Töông töï nhö haøm moät bieán thöïc, ta coù: Haøm )(zfw =  khaû vi taïi z neáu vaø chæ neáu 
 coù ñaïo haøm taïi z . Khi ñoù, A = f’(z) vaø ta coù coâng thöùc tính  vi phaân  )(zf

                         =  =)(zdf =Δzzf )(' dzzf )(' =dzw'  dw                                              (3.2)        

    
 



  

 Nhaän xeùt : Khaùi nieäm ñaïo haøm, khaû vi vaø vi phaân haøm phöùc hoaøn toaøn töông töï 
haøm thöïc moät bieán.  

Ví duï 3.1   Tính ñaïo haøm vaø vi phaân haøm soá )(zfw =  = z3 . 

Giaûi 
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Ñaïo haøm  f’(z) = lim ( ) ( )
Δ

Δ
Δz

f z z f z
z→

+  =  
z

zz)(zlim
33

0z Δ
Δ

Δ
−+

→
=  −

0

                   = 
z

z)(z)3z(z3zlim
322

0z Δ
ΔΔΔ

Δ
++

→
= = 3z2. ]z)(z3z[3zlim 22

0z
ΔΔ

Δ
++

→

Vi phaân   dw = df(z) = 3z2dz.                                                                                    

2 . YÙ nghóa hình hoïc cuûa ñaïo haøm   

Cho haøm w = f(z) khaû vi taïi z0 vaø f’(z0) ≠ 0. 

 YÙ nghóa cuûa   ⎢f’(z0) ⎢:  

Ñaët k =  ⎢f’(z0) ⎢ , r = zΔ = ozz −  . Khi Δz →  0 , ta coù  

z)o(z(z)f'wρ Δ+Δ=Δ= ≈ z(z)f' Δ = z(z)f' Δ = kr  ρ ≈ kr . ⇒

 
Aûnh cuûa hình troøn ozz −  < r laø hình “gaàn troøn” baùn kính ρ.  

Vaäy k = ⎢f’(z0) ⎢  laø  heä soá co daõn cuûa pheùp bieán hình w = f(z) taïi z0.  

 YÙ nghóa cuûa arg(f’(z0)):   

arg(f’(z0)) laø goùc quay cuûa pheùp bieán hình )(zfw =  taïi z0.  Töùc laø neáu goïi C laø 
ñöôøng cong ñi qua zo vôùi  tieáp tuyeán töông öùng laø zot  vaø  L = f(C)  vôùi tieáp tuyeán 
töông öùng taïi wo laø woT  thì  α = arg(f’(z0)) laø goùc maø ta phaûi quay tieáp tuyeán zot ñeå 
ñöôïc tieáp tuyeán woT. Goùc naøy khoâng phuï thuoäc vaøo vieäc choïn ñöôøng cong C qua zo. 

    
 



  

 
Baây giôø neáu C vaø C’ laø hai ñöôøng cong caét nhau taïi zo moät goùc laø θ thì aûnh töông öùng 

cuûa chuùng laø L vaø L’ cuõng caét nhau taïi wo  moät goùc θ. Vì vaäy ta noùi w = f(z) laø pheùp bieán 
hình baûo giaùc taïi zo. 

 

3. Ñieàu kieän Cauchy - Riemann (C - R) 
 Ñieàu kieän caàn 

Neáu haøm  khaû vi taïi ñeåm z = x + iy thì caùc haøm u(x,y) vaø v(x,y) khaû 
vi taïi ñieåm (x,y) vaø thoûa ñieàu kieän Cauchy - Riemann. 

),(),()( yxivyxuzf +=

                           

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

u
x

v
y

u
y

v
x

=

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  (C-R)                                                                        (3.3) 

 Ñieàu kieän ñuû  

Neáu caùc haøm u(x,y) vaø v(x,y) khaû vi taïi ñieåm (x,y) vaø thoûa maõn ñieàu kieän ( C- R) thì haøm 
 = u(x,y) + iv(x,y)  khaû vi taïi z = x + iy. )(zf

Chöùng minh 

 Ñieàu kieän caàn  Giaû söû f(z) khaû vi taïi z, ta coù: 
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                              Δf(z) = f’(z) + o(Δz) ,  Δf(z) = Δu+iΔv                                          (1) 

Ñaët   f’(z) = B +iC vôùi B, C ∈ R; o(Δz) = o1(Δz) +i o2(Δz)  vôùi o1(Δz) , o2(Δz) laø caùc voâ cuøng 

beù thöïc caáp cao hôn   Δz khi Δz→ 0. Thay taát caû vaøo (1) ta coù : 

Δu+iΔv = (B + iC) Δz  + o(Δz ) = (B + iC) (Δx+iΔy) + o1(Δz) +i o2(Δz) 

              = [BΔx - CΔy + o1(Δz)] + i[ C Δx +BΔy + o2(Δz) ]                                      (2) 

Suy ra   Δu = BΔx - CΔy + o1(Δz)  vaø  Δv = C Δx + BΔy + o2(Δz)                            (3) 

Do ñoù u, v khaû vi taïi (x,y) vaø theo coâng thöùc vi phaân haøm thöïc hai bieán ta coù  

                             
y
u-C

x
v    vaø     

y
vB

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

====  

 Ñieàu kieän ñuû  Giaû söû caùc haøm u, v khaû vi vaø thoûa ñieàu kieän (C-R) . Khi ñoù ta coù (3) vaø 
do ñoù coù (2) vaø (1). Töùc laø f(z)  khaû vi taïi z.                                                                            ª 

 Heä quaû (Coâng thöùc tính ñaïo haøm) 

Töø chöùng minh treân ta suy ra coâng thöùc tính ñaïo haøm cuûa haøm  
khaû vi taïi z = x + iy nhö sau 

),(),()( yxivyxuzf +=

         
x
v

i
y
v

y
u

i
x
u

y
u

i
y
v

x
v

i
x
u

(z)'f
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+=−=−=+=                               (3.4)      

 Chuù yù (Nhaéc laïi ñieàu kieän ñuû khaû vi cuûa haøm hai bieán thöïc) 

Neáu haøm hai bieán thöïc  coù caùc ñaïo haøm rieâng ,  treân taäp môû  vaø ,  

lieân tuïc treân  thì  khaû vi treân .  
),( yxg '

xg '
yg D '

xg '
yg

D ),( yxg D

Ví duï 3.2    

a) Tìm taát caû caùc ñieåm trong maët phaúng phöùc maø taïi ñoù haøm soá 
 coù ñaïo haøm vaø tính ñaïo haøm cuûa haøm soá  taïi caùc ñieåm ñoù. izzizzf −−= Re)6()(

b) Chöùng minh haøm khaû vi treân toaøn maët phaúng vaø (ez)’ = ez.     zezf =)(

Giaûi 

a) Taäp xaùc ñònh haøm soá laø C. 

izzizzf −−= Re)6()(  )()6( iyxixiiyx +−−+= =  
4342143421

vu

xxyiyx )7()( 2 −++

Caùc ñaïo haøm rieâng ,    ñeàu lieân tuïc treân R2  neân u, v 

khaû vi treân R2 = C (1). 

1,2 '' == yx uxu xvyv yx =−= '' ,7
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Ñieàu kieän (C-R):    (2). 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=

''

''

xy

yx

vu
vu

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇔
y

xx
71

2

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
6
0

y
x

Haøm soá coù ñaïo haøm khi vaø chæ khi haøm soá khaû vi (3). 

Töø (1),(2) vaø (3) suy ra taäp taát caû caùc ñieåm haøm soá coù ñaïo haøm laø { . }i6

=)6(' if )6,0()6,0( ''
xx ivu + = )76(02 −+× i = i−  

b) Taäp xaùc ñònh haøm soá laø C. 

Ta coù z = x + iy ⇒ ez = ex+iy = ex(cosy+ isiny) = excosy + iexsiny  
                           ⇒ u = excosy, v = exsiny. 
Caùc haøm u, v coù caùc ñaïo haøm rieâng taïi ∀(x,y) vaø ta coù 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
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⎧
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ycose
y
v

ysine
x
v

 ,  
ysine

y
u

ycose
x
u

x

x

x

x

∂
∂
∂
∂

∂
∂
∂
∂

    

ñeàu lieân tuïc treân R2  neân u, v khaû vi treân R2 = C . 
 Roõ raøng  u, v thoûa ñieàu kieän Cauchy-Riemann.  
Vaäy    khaû vi  taïi moïi z vaø f’(z) = excosy + i exsiny = .                                       zezf =)( ze

 Nhaän xeùt :  Cho haøm w = ),(),()( yxivyxuzf +=   vaø  caùc haøm u(x, y) , v(x, y)  coù 

caùc ñaïo haøm rieâng taïi ñieåm (x,y). Vôùi z = x+iy , z = x-iy thì x = 
2

zz + , y = 
i2
zz −  vaø 

w xem nhö haøm soá theo hai bieán z , z . Aùp duïng qui taéc ñaïo haøm haøm hôïp cuûa haøm 
hai bieán ta ñöôïc  
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=
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                 = ⎟⎟
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⎠
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⎜
⎝
⎛ −
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u

2
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x
u

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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∂
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+i ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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∂
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y
u

x
v

2
1

= 0. 

Vaäy ñieàu kieän (C-R) töông ñöông vôùi 0
z
w
=

∂
∂ .                                                          ª 

Ví duï 3.3    w = 2x-4yi = 2
2

zz + -4i
i2
zz − = -z +3z ⇒ 03

z
w

≠=
∂
∂  neân haøm naøy khoâng 

khaû vi taïi baát kyø ñieåm naøo.                                                                                        

 Chuù yù  
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Caùc tính chaát ñaïo haøm vaø vi phaân; caùc qui taéc tính ñaïo haøm cuûa toång, hieäu , tích, 
thöông, haøm hôïp vaø baûng caùc coâng thöùc ñaïo haøm cô baûn cuûa haøm thöïc vaãn ñuùng 
ñoái vôùi haøm phöùc ( ñoái vôùi caùc haøm ña trò phaûi choïn nhaùnh thích hôïp). 

4. Haøm giaûi tích 

♦ Haøm ñôn trò  )(zf  goïi laø giaûi tích trong mieàn D  neáu )(zf  khaû vi taïi moïi ñieåm 
thuoäc mieàn D. 

w =

♦ Haøm )(zf  ñöôïc goïi laø giaûi tích taïi ñieåm z  neáu coù moät laân caän  naøo ñoù cuûa z 
sao cho )(zf  khaû vi trong laân caän ñoù. 

w =

Ví duï 3.4   

a) Haøm  )(zf  = ez   khaû vi  taïi moïi z thuoäc maët phaúng phöùc, do ñoù  noù giaûi tích treân 
toaøn maët phaúng. 

b) Haøm izz  chæ  khaû vi taïi iz 6izzf −−= Re)6()( =  neân )(zf  khoâng giaûi tích taïi baát 
kyø ñieåm naøo caû. 

c) Haøm  )(zf  = zImz = (x+iy)y = xy +iy2 ⇒ u = xy , v = y2 
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 ñeàu lieân tuïc treân R2  neân u, v khaû vi treân R2 = C. 

Xeùt ñieàu kieän Cauchy-Riemann:
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y2y

⎩
⎨
⎧

=
=

0x
0y

Vaäy haøm soá chæ khaû vi taïi z = 0, do ñoù noù khoâng  giaûi tích taïi baát kyø ñieåm naøo trong 
maët phaúng.                                                                                                                

 Nhaän xeùt : Trong moät mieàn thì khaùi nieäm khaû vi vaø giaûi tích  töông ñöông nhau. 
Nhöng taïi moät ñieåm thì khaùi nieäm giaûi tích ñoøi hoûi ñieàu kieän nhieàu hôn khaû vi. 

5. Lieân heä haøm giaûi tích vaø haøm ñieàu hoøa 

5.1. Haøm ñieàu hoøa  

Haøm  goïi laø haøm ñieàu hoøa trong mieàn D neáu noù thoûa phöông trình Laplace: ),( yxu

        ∇ = + =2
2

2

2

2 0u u
x

u
y

∂
∂

∂
∂

,  ∀(x, y) ∈ D                                                                      (3.5) 

        ∇2 = 2

2

2

2

yx ∂
∂

∂
∂

+ - goïi laø toaùn töû  Laplace                                                              

Hàm biến phức và Phép biến đổi Laplace………………………………………………….……Trang  29 
    
 



  

= ln(x2 + y2) laø haøm ñieàu hoøa treân R2\{0}. Ví duï 3.5
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  Chöùng minh haøm ),( yxu

( )
( )Ta coù ⇒
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∂

)0,0()y,x( ≠∀ . 

Vaäy u(x,y) = ln(x2 + y2) laø haøm ñieàu hoøa treân R2\{0}.                                           

5.2. Ñònh lyù   

Haøm  giaûi tích trong mieàn D neáu vaø chæ neáu phaàn thöïc  
vaø phaàn aûo  laø caùc haøm ñieàu hoøa vaø thoûa ñieàu kieän Cauchy-Riemann trong D. 

),(),()( yxivyxuzf += ),( yxu
),( yxv

5.3- Ñònh nghóa   

Hai haøm ñieàu hoøa u,v sao cho ivuzf +=)(  laø haøm giaûi tích goïi laø hai haøm ñieàu hoøa 
lieân hôïp; v goïi laø lieân hôïp ñieàu hoøa vôùi u. 

Ví duï 3.6  Tìm haøm giaûi tích  ),(),()( yxivyxuzf +=   bieát phaàn thöïc:   

u = 3x2y + 2x2 – y3 – 2y2 

Giaûi  

♦ Kieåm tra u laø haøm ñieàu hoøa: 

     ⇒
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Vaäy u laø haøm ñieàu hoøa treân R2. 

♦ Tìm v: Theo ñieàu kieän Cauchy-Riemann ta coù 

=−=
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x
v

∂
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∂
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3y2  + 4y  ⇒ v =23x− ∫ +−+ )()343( 22 ygdxxyy = 3y2x + 4yx +g(y). 3x−

⇒ =
y
v

∂
∂

 6xy + 4x +  = )(' yg =
x
u

∂
∂

 6xy + 4x ⇒ g’(y) = 0 ⇒ g(y) = C. 

Suy ra v = 3y2x + 4yx + C. 3x−

Vaäy f(z) = 3x2y + 2x2 – y3–2y2 + i(3y2x + 4yx + C) , vôùi C laø haèng soá thöïc baát kyø.  3x−

Ví duï 3.7  Tìm haøm giaûi tích  ),(),()( yxivyxuzf += bieát phaàn thöïc: 

                  u = x  y22 ey +−

Giaûi  

    
 



  

♦ Kieåm tra u laø haøm ñieàu hoøa: 
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⇒ u khoâng laø haøm ñieàu hoøa.  

Vaäy khoâng coù haøm giaûi tích  thoûa )(zf ),(),()( yxivyxuzf += .                          
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

  BAØI TAÄP  
Baøi 3.1  Tìm caùc haèng soá thöïc a,b,c ñeå haøm giaûi tích.  )(zf

   a) = x + ay + i(bx + cy)          b) = cosx(chy + ashy) + isinx(chy + bshy)  )(zf )(zf

Baøi 3.2  Chöùng minh raèng :  

a)Haøm =)(zf xy  thoûa ñieàu kieän Cauchy-Riemann taïi z = 0 nhöng khoâng khaû vi taïi 

. 0=z

b) Haøm = zRez khaû vi taïi z = 0, tính f’(0). )(zf

c) Haøm = )(zf z  khoâng khaû vi ôû ñieåm naøo caû. 

Baøi 3.3   Cho haøm = z 2 + 2z . )(zf

     a) Tìm heä soá co daõn vaø goùc quay cuûa pheùp bieán hình taïi z =  -1 + i 

     b) Trong mieàn naøo cuûa maët phaúng z , pheùp bieán hình laø pheùp co , pheùp daõn ? 

Baøi 3.4  Laøm töông töï nhö baøi 3 vôùi caùc haøm f(z) sau:  

            a)  f(z) = z2       b)  f(z) = ez          c)  f(z) = ln(z-1)           d)  f(z) = 1
z

 

Baøi 3.5  Trong moân khí ñoäng löïc hoïc vaø cô hoïc chaát loûng ,  caùc haøm u vaø v trong        
, ôû ñaây  f(z) giaûi tích , goïi laø haøm theá vò vaän toác vaø haøm doøng. Neáu                    

u = x  , haõy tìm v vaø f(z). 
ivuzf +=)(

2 24+ − +x y y2

Baøi 3.6   Tìm haøm giaûi tích  ),(),()( yxivyxuzf += bieát phaàn aûo:   
                 v = 3x2y + 2x2 – y3 – 2y2 +3  ,  f(0) = 1+3i 

Baøi 3.7    Tìm haøm giaûi tích  ),(),()( yxivyxuzf +=   bieát :   
                     = 3x2y + 2x2 – y3 – 2y2   ,  f(0) = ),( yxu i20 +  .  

Baøi 3.8  Tìm haøm giaûi tích ),(),()( yxivyxuzf += bieát : 

a) v = 2x(1-y)                                             b) u = e-x (xcosy + ysiny) vaø f(0) = 1 
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c) v = x - 2y                                              d) f’(z) = 4z - 3 vaø f(1+i) = -3i 2

e) u = ey/x                                                    f) v = ln(x2 + y2) + x -2y . Tính f’(z). 
Baøi 3.9   Giaû söû z = reiϕ vaø f(z) = u(r,ϕ) + iv(r,ϕ).  Chöùng minh raèng ñieàu kieän (C-R) 
trong toïa ñoä cöïc cuûa f(z) coù daïng  

∂
∂

∂
∂ ϕ

∂
∂

∂
∂ ϕ

u
r r

v

v
r r

u

=

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

1     vaø f’(z) = e-iϕ ∂
∂

∂
∂

u
r

i
v
r

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

Baøi 3.10  Xeùt tính giaûi tích cuûa caùc haøm soá sau ñaây : 

      a) f(z) = z                                    b) f(z) = z. z                                c)f(z) = z.Imz 

     d) f(z) = (1
2

2z zz+ )                     e) f(z) = 2z + ( ) ( )i
z z z z

4
2 1

4
2+ + −  

Baøi 3.11   Cho haøm soá f(z) = ( )( )1
4

1 2 2− +i z z + ( )1
2

1+ +i z z iz.  

      a) Tìm quó  tích nhöõng ñieåm z  trong maët phaúng phöùc maø taïi ñoù f(z) coù ñaïo haøm. 

      b) Tính caùc ñaïo haøm  f’(1+i) ; f’(1-i ). 

      c) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong maët phaúng phöùc maø  f(z)  giaûi tích. 

Baøi 3.12   Cho haøm f(z) = xy2 + ix2y . 

      a) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm maø f(z) thoûa ñieàu kieän Cauchy-Riemann . 

      b) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm maø f(z) khaû vi. 

      c) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm maø f(z) giaûi tích. 

Baøi 3.13  
  a) Tìm  taäp  hôïp  caùc  ñieåm  z  trong  maët  phaúng  phöùc maø taïi ñoù  haøm  
       f(z) = zi     2 −+ zziz   coù ñaïo haøm. Tính ñaïo haøm  f’(i) , f’(1). 

  b) Tìm haøm giaûi tích  ),(),()( yxivyxuzf += bieát  u = ey+ y2 – x2 + 2xy  

Baøi 3.14  Chöùng minh raèng haøm f(z) = Rez = x  khoâng coù ñaïo haøm ôû baát kyø ñieåm 
naøo cuûa maët phaúng phöùc. 

Baøi 3.15 Cho D laø moät mieàn. Chöùng minh raèng neáu haøm hai bieán  f(x,y) thoûa 

0
x
f
=

∂
∂ , 0

y
f
=

∂
∂ ,  thì thì f(x,y) laø haèng soá treân mieàn D. D)y,x( ∈∀

Keát quaû baøi 3.15 ñöôïc aùp duïng vaøo caùc baøi 1.16,  3.17,  3.18. 

Baøi 3.16 Chöùng minh raèng neáu haøm f(z) giaûi tích vaø thöïc trong mieàn D thì f(z) laø 
haèng soá trong D . 
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Baøi 3.17  Chöùng minh raèng neáu f(z) giaûi tích trong mieàn D vaø f’(z) = 0 , ∀z∈ D thì 
f(z) laø haèng soá trong D. 
Baøi 3.18  Chöùng minh raèng neáu f(z) vaø )z(f  cuøng giaûi tích treân mieàn D thì f(z) laø 
haèng soá treân D. 

Baøi 3.19  Giaû söû haøm giaûi tích w = ),(),()( yxivyxuzf +=  bieán mieàn D trong maët 
phaúng z thaønh mieàn D’ trong maët phaúng W. Goïi S laø dieän tích mieàn D’. Trong tích 

phaân keùp ta ñaõ bieát :   S = dxdy
D

J  dudv
D'

∫∫∫∫ =   vôùi  J =   
y)D(x,
v)D(u,  

Chöùng minh raèng  : S = dxdy
D

(z)' f ∫∫ 2  

Baøi 3.20  Chöùng minh qui taéc L’Hospital cho haøm giaûi tích: 
Neáu f(z) vaø g(z) laø caùc haøm giaûi tích trong mieàn chöùa ñieåm zo , f(zo) = g(zo) = 0 vaø 

g’(zo) ≠ 0 thì : 
)z('g
)z('f

)z(g
)z(f

zz
lim

o

o

o

=
→

. 

Baøi 3.21 Cho u , v laø hai haøm ñieàu hoøa lieân hôïp trong mieàn . D

a) Chöùng minh raèng caùc caëp (v, -u), ( -v, u) cuõng laø caùc caëp haøm ñieàu hoøa lieân hôïp 
trong mieàn . D

b) Caëp (v, u) coù laø caëp haøm ñieàu hoøa lieân hôïp trong mieàn khoâng? D

Baøi 3.22   Cho haøm phöùc zizzf Re)232()( −−=   

a) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong maët phaúng phöùc maø haøm soá coù ñaïo haøm. 

b) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong maët phaúng phöùc maø haøm soá giaûi tích. 

Baøi 3.23   Cho haøm phöùc zizizf Im)3.26()( −++=   

a) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong maët phaúng phöùc maø haøm soá coù ñaïo haøm. 

b) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong maët phaúng phöùc maø haøm soá giaûi tích. 

Baøi 3.24    

a) Tìm haøm giaûi tích ivuzf +=)(  bieát phaàn thöïc 3612 ++= xxyu , f(0) =  3+2i 

b) Tìm haøm giaûi tích ivuzf +=)(  bieát phaàn aûo 184 ++= xxyv , f(0) =  6 +i 

Baøi 3.25   Chöùng minh raèng  u = x2 - y2 -2x,  v = 2xy -2y  laø caùc haøm ñieàu hoøa lieân   
hôïp cuûa nhau. 
Baøi 3.26   ÖÙng vôùi moãi haøm soá sau ñaây, tính ñaïo haøm cuûa haøm soá  taïi caùc ñieåm maø 
haøm soá coù ñaïo haøm vaø chæ ra taäp caùc ñieåm maø haøm soá giaûi tích. 

a)  b)5)3(2)( zzf zi −= +

4
32)( 2 +

−
=

z
izzf   c)  d)  izeizzf 52 )3()( −+= )7(sin2)3()( 3 iziizchzf +=
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Chöông 4 

TÍCH PHAÂN HAØM BIEÁN PHÖÙC 
Trong chöông naøy, baïn seõ hoïc 

♦ Khaùi nieäm tích phaân ñöôøng cuûa haøm bieán phöùc. 

♦ Tích phaân Cauchy cho mieàn ñôn lieân, ña lieân. 

♦ Nguyeân haøm vaø tích phaân baát ñònh. 

♦ Coâng thöùc Newton-Leibnitz. 

♦ Ñaïo haøm caáp cao cuûa haøm giaûi tích, coâng thöùc tích phaân Cauchy. 

♦ Baát ñaúng thöùc Cauchy. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

1. Tích phaân ñöôøng cuûa haøm bieán phöùc 

1.1. Ñònh nghóa   

Cho haøm phöùc  xaùc ñònh treân ñöôøng cong C coù ñieåm ñaàu laø a, ñieåm cuoái laø b. 
Chia tuøy yù ñöôøng cong C thaønh n cung nhoû khoâng daãm leân nhau bôûi caùc ñieåm chia  a 
= z0, z1, ...., zn = b. Treân moãi cung noái hai ñieåm zk -1 vaø zk, ta laáy tuøy yù moät ñieåm tk vaø 
laäp toång tích phaân:   

)(zf

f(t1)Δz1 + f(t2)Δz2  + .... + f(tn)Δzn = ,  vôùi Δzk = zk - zk - 1 f t z
k

n
k( )Δ

=
∑

1
k

                                     
                                                            Hình 4.1 

Neáu khi max|Δzk|  0 maø toång  daàn ñeán moät soá phöùc höõu haïn I, khoâng  f t z
k

n
k( )Δ

=
∑

1
k

phuï thuoäc vaøo caùch chia ñöôøng C vaø caùch laáy caùc ñieåm trung gian tk , thì I ñöôïc goïi 
laø tích phaân  ñöôøng cuûa haøm  doïc theo ñöôøng cong C höôùng töø a ñeán b. )(zf
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Kyù hieäu . ∫
C

dzzf )(

∫
C

dzzf )(  = ∑
=

Δ
→Δ

n

1k
kk

0kzmax
z)t(flim                              (4.1) 

 
Khi ñoù haøm   goïi laø khaû tích treân C. )(zf

 Chuù yù:  Kyù hieäu ∫
C

dzzf )(   ñeå chæ tích phaân doïc ñöôøng cong kín C ( thöôøng laáy 

theo chieàu döông; töùc laø chieàu maø khi ñi theo chieàu ñoù, ta luoân nhìn thaáy mieàn bao 
bôûi C gaàn ta nhaát ôû veà phía beân traùi). 

1.2. Ñieàu kieän toàn taïi 

♦ Ñöôøng cong C coù phöông trình tham soá laø x = x(t), y = y(t) ,vôùi βt⎯ →⎯ , ñöôïc 
goïi laø trôn neáu taïi moïi ñieåm thuoäc khoaûng  ñoù caùc ñaïo haøm x’(t) vaø y’(t) toàn taïi 
vaø khoâng ñoàng thôøi baèng khoâng. Noùi caùch khaùc, ñöôøng cong  C  goïi laø trôn neáu 
noù coù tieáp tuyeán bieán thieân lieân tuïc. 

α

♦ Ñöôøng cong  C  goïi laø ñöôøng trôn töøng khuùc neáu noù coù theå chia ra thaønh höõu haïn 
cung trôn. Vaäy moïi ñöôøng cong trôn thì trôn töøng khuùc. 

 Ñònh lyù veà ñieàu kieän toàn taïi 

Neáu  C  laø ñöôøng cong trơn hoặc trôn töøng khuùc vaø  lieân tuïc treân C thì toàn taïi 
tích phaân . 

)(zf

∫
C

dzzf )(

1.3.Caùc tính chaát   
Cho  a, b laø caùc hằng soá phöùc  

(i) ∫ )(g  [ ]∫ ∫ +=+
C C C

dzzbdz)z(fadz)z(bg)z(af

(ii) Neáu ñöôøng cong C ñöôïc chia thaønh hai phaàn C1  , C2 khoâng daãm leân nhau thì   

∫  ∫∫ +=

2C1CC
dz)z(fdz)z(fdz)z(f

(iii) Neáu ñoåi chieàu ñöôøng laáy tích phaân thì tích phaân ñöôøng ñoåi daáu. Töùc laø :  
                 ; trong ñoù C-1  ngöôïc chieàu vôùi  C. ∫ ∫

−

−=
C C

dzzfdzzf
1

)()(

(iv)  MLdz)z(fdz)z(f
CC

≤≤ ∫∫  

trong ñoù  M = max{⏐ ⏐: z ∈ C} vaø L laø ñoä daøi ñöôøng cong C. )(zf
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Trong caùc tính chaát treân, ta giaû thieát raèng caùc haøm soá döôùi daáu tích phaân khaû tích 
treân ñöôøng laáy tích phaân töông öùng. 

1.4.Caùch tính   

♦ Vôùi z = x+iy , dz = dx +idy , f(z) = u + iv = u(x,y) + iv(x,y)  
 

∫ ∫∫ ++−=
C CC

udyvdxivdyudxdz)z(f                                (4.2) 

 
♦ Neáu C = {z⏐ z = x + iy = x(t) + iy(t), } thì α βt⎯ →⎯

                                                              (4.3) ∫∫ =
β

α
dt)t('z)]t(z[fdz)z(f

C

 

Chuù yù   Xem laïi caùch tính tích phaân ñöôøng loaïi 2. 

Ví duï 4.1   Tính  In = ∫ +−C
n

ozz
dz

1)(
, vôùi C: |z-zo| = r , n laø soá nguyeân. 

Giaûi 

                                 
                                                                 Hình 4.2 
 
Tham soá ñöôøng cong C : z = zo  + reit    vôùi   0 →2π, dz = ir eit dt t

           In = ∫ +−C
n

ozz
dz

1)(
 = ∫ ++

π2

0
1)it(n1n

it

er
dtire = ∫

−π2

0
n

nit
dt

r
ie  

♦ n = 0:  In = ∫ = 2πi. 
π2

0

idt

♦ n ≠ 0 : In = 
0

2

nr
e

n

nit π

−

−

= 0 
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Vaäy           In = ∫ +−C
n

ozz
dz

1)(
=                                                         
⎩
⎨
⎧

≠
=

0 n    ,        0
0 n    ,     π2 i

Ví duï 4.2   Tính  tích phaân ∫
C

dzz   vôùi laø ñöôøng noái töø  z = 0 ñeán  z = 4+2i trong caùc 

tröôøng hôïp sau: 

a)  C  laø ñöôøng x = y2.                                              

b) C laø ñöôøng gaáp khuùc töø  0 ñeán 2i; roài töø 2i ñeán 4 +2i. 
Giaûi 

 
                                    y         
 
 
 
 
                                  A                      B 
                              2i                            4+2i        
                                        x=y2 

                              0                                                                               x      
                        

                                                                   Hình 4.3 

a) Ñaët y = t ⇒ x = t2 vôùi . Suy ra C: z = t2 + it ,  , dz = (2t+i)dt 20 t⎯→⎯ 20 t⎯→⎯

    ∫
C

dzz = ∫ = = 10 -+−
2

0

2 dt)it2)(itt( ∫ +−
2

0

23 dt)titt2(
3
i8 . 

b) ∫
C

dzz  = ∫
A0

dzz + ∫
AB

dzz  

♦ Ñoaïn  0A :  , z = 0+iy , 
⎩
⎨
⎧

⎯→⎯
=

20
0x

y z = -iy , dz = idy 

        ∫
A0

dzz  = ∫ =  −
2

0

idy)iy( ∫ =
2

0

2ydy

♦ Ñoaïn  AB :  , z =  x+ i2 , 
⎩
⎨
⎧

⎯→⎯
=

40
2y

x z = x –i2 , dz = dx 

         ∫
AB

dzz  = ∫ = 8 -8i −
4

0

dx)2ix(

Vaäy ∫
C

dzz  =  ∫
A0

dzz + ∫
AB

dzz  = 10-8i.                                                                          

2. Boå ñeà Green 
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Neáu  laø mieàn ñôn lieân hoaëc ña lieân bò chaën vôùi bieân laø ñöôøng cong C trôn (hoaëc  

trôn töøng khuùc) vaø neáu P(x,y), Q(x,y), 

D

x
Q

y
P

∂
∂

∂
∂
,   lieân tuïc treân mieàn kín D  thì  ta coù 

coâng thöùc Green 

∫ +
C

QdyPdx   = dxdy
D

y
P

x
Q

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂  

trong ñoù tích phaân ñöôøng ôû veá traùi laáy theo chieàu döông cuûa C. 

• Chuù thích  Chieàu döông laø chieàu maø khi ñi doïc C theo chieàu ñoù seõ thaáy mieàn  keà 
phía beân traùi. 

D

 

      
                     Hình 4.4a 

Mieàn ñôn lieân bò chaën D vôùi bieân laø 
ñöôøng cong C. 

     
                           Hình 4.4b   

Mieàn ña lieân bò chaën D vôùi bieân laø 
ñöôøng cong C = Co ∪C1∪………∪Cn . 

Boå  ñeà Green ñöôïc aùp duïng ñeå chöùng minh ñònh lyù Cauchy sau ñaây. 

3. Ñònh lyù 4.1   ( ñònh lyù Cauchy) 

 Neáu D laø mieàn ñôn lieân hoaëc ña lieân bò chaën vôùi bieân laø ñöôøng cong C trôn ( hoaëc 
trôn töøng khuùc) vaø neáu  giaûi tích vaø  lieân tuïc beân trong vaø treân bieân  cuûa D 
thì  

)(zf )(' zf

                                                           0)( =∫
C

dzzf                                              (4.4) 

trong ñoù chieàu ñi treân C laø chieàu döông. 

Chöùng minh 

Töø  (4.2) , aùp duïng boå ñeà Green vaø ñieàu kieän (C-R) ta coù 

∫
C

dzzf )( = ∫ −
C

vdyudx +i ∫ +
C

udyvdx  = dxdy
y
u

x
v

D
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

− +i dxdy
y
v

x
u

D
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= 0. 

                                                                                                                                              ª 

• Chuù thích   
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Goursat  chöùng minh raèng ñònh lyù naøy vaãn ñuùng maø khoâng caàn giaû thieát lieân 
tuïc. Vì theá, daïng toång quaùt cuûa ñònh lyù naøy coøn goïi laø ñònh lyù Cauchy-Goursat. 

)(' zf

 Heä quaû 1 

Neáu haøm  giaûi tích trong mieàn bò chaën )(zf D  coù bieân bao goàm caùc ñöôøng cong C0 , 
C1, C2,........,Cn  khoâng thoâng nhau vaø C0 bao C1, C2,........,Cn  thì 
 

   ∫
oC

dzzf )( = ∫
1

)(
C

dzzf + ∫
2

)(
C

dzzf +....+ ∫
nC

dzzf )(                (4.5) 

 

trong ñoù chieàu ñi treân C0 , C1, C2,........,Cn hoaëc ñoàng thôøi cuøng chieàu kim ñoàng hoà , 
hoaëc ñoàng thôøi ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà.  

Hình 4.5 a 
 

Hình 4.5b 

 Heä quaû 2   

Neáu haøm   giaûi tích trong mieàn ñôn lieân D vaø C laø ñöôøng cong kín trôn töøng 
khuùc baát kyø thuoäc D thì 

)(zf
0)( =∫

C

dzzf . 

                                    
Hình 4.6 

Ví duï 4.3   

a) Haøm )(zf  = ez  giaûi tích treân toaøn maët phaúng neân vôùi C laø ñöôøng cong kín baát kyø 
trong maët phaúng ta coù 0=∫

C

z dze . 

b) Vôùi C laø ñöôøng cong kín baát kyø trong maët phaúng khoâng ñi qua vaø khoâng bao baát 

kyø ñieåm naøo trong trong hai ñieåm ± i thì 0
12 =

+∫
C

z

dz
z

e .                                          
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 Heä quaû 3   

Neáu haøm  giaûi tích trong mieàn ñôn lieân D vaø C1, C2 laø hai ñöôøng cong baát kyø 
trong D coù cuøng ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái thì  = . 

)(zf

∫
C

dz)z(f
1

∫
C

dz)z(f
2

                                               
Hình 4.7 

 Chuù yù    Heä quaû 2 vaø heä quaû 3 khoâng ñuùng neáu mieàn D ña lieân. 

4. Nguyeân haøm vaø tích phaân baát ñònh 

4.1. Ñònh lyù 

Neáu  vaø  laø hai haøm soá coù ñaïo haøm treân mieàn D vaø )(zF )(zG DzzGzF ∈∀= ),(')('  thì 
, vôùi KzFzG += )()( K  laø haèng soá tuøy yù. 

Chöùng minh 

Taù coù: DzzFzGzFzG ∈∀=−=− ,0)(')('))'()((  

Suy ra ,   (xem baøi taäp 3.17) KzFzG =− )()( Dz∈∀

Vaäy ,KzFzG += )()( Dz∈∀ . 

4.2. Ñònh nghóa nguyeân haøm vaø tích phaân baát ñònh  

Haøm   goïi laø nguyeân haøm cuûa  trong mieàn D neáu  )(zF )(zf

)()(' zfzF = , Dz∈∀  

Khi ñoù,  vôùi KzF +)( K  laø haèng soá phöùc tuøy yù, cuõng laø nguyeân haøm cuûa ,  vaø goïi 
laø hoï nguyeân haøm hay tích phaân baát ñònh cuûa haøm soá  treân mieàn D, kyù hieäu 

. 

)(zf
)(zf

∫ dzzf )(

Vaäy  thì )()(' zfzF = ∫ dzzf )(  = KzF +)(       (4.6),      vôùi K  laø haèng soá  phöùc tuøy yù. 

4.3. Ñònh lyù 4.3   
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Neáu haøm  giaûi tích trong mieàn ñôn lieân  D vaø z0 , z laàn löôït laø ñieåm coá ñònh vaø 

ñieåm chaïy trong D thì haøm  laø moät nguyeân haøm cuûa  treân D. 

)(zf

∫=
z

z
dttfzF

0

)()( )(zf

Ví duï 4.4   

a) (z2 +4sinz)’ = 2z + 4cosz    neân  ∫ =+ dz)zcos4z2(  z2 + 4sinz + K 

b) ( az )’ = azlna  neân 
a

adza
z

z

ln∫ = + K                                                                       

5- Coâng thöùc Newton - Leibnitz   

Neáu laø moät nguyeân haøm naøo ñoù cuûa haøm giaûi tích   trong mieàn ñôn lieân D 
thì ∀a, b ∈ D ta coù coâng thöùc  Newton - Leibnitz. 

)(zF )(zf

                        
a

b
)z(F

b

a
)a(F)b(Fdz)z(f =−=∫                            (4.7) 

 
 Chuù yù: Caùc tính chaát tích phaân, baûng caùc tích phaân cô baûn, caùc phöông phaùp ñoåi 

bieán soá vaø tích phaân töøng phaàn cuûa haøm thöïc vaãn  ñuùng ñoái vôùi tích phaân haøm phöùc 
(Ñieàu kieän: Haøm giaûi tích treân mieàn ñôn lieân). 

Ví duï 4.5  Tính caùc tích phaân:    a)                          b)  ∫
+

+
i1

0

izdze)2z( ∫
+

−
i1

1

20 zdz)1z(

Giaûi 

a)   = ∫
+

+
i1

0

izdze)2z(
i1

0

iz

i
e)2z(

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ + i = ∫

+i1

0

izdze ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+

i
2

i
e)3i(

)i1(i
+ 

i1

0
ize

+
= 

                             = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+

i
2

i
e)3i(

)i1(i
 +  = 2 +1e )i1(i −+ )i1(ie +

i
e3 )i1(i +

+ 2i-1. 

b)  Ñaët t = z-1  

      = = = ∫
+

−
i1

1

20 zdz)1z( ∫ +
i

0

20 dt)t1(t ∫ +
i

0

2120 dt)tt(
i

0

2221

22
t

21
t

+ = 
22

1
21
i −
+            

6. Coâng thöùc tích phaân Cauchy, ñaïo haøm caáp cao cuûa haøm giaûi tích 

6.1. Ñònh lyù 4.4   

Neáu haøm f(z) giaûi tích beân trong vaø treân bieân C cuûa mieàn ñôn lieân D , bieân C trôn 
töøng khuùc,  thì taïi moät ñieåm a baát kyø beân trong D haøm f(z) coù ñaïo haøm moïi caáp vaø  

 

Hàm biến phức và Phép biến đổi Laplace………………………………………………….……Trang  41 



  

 
                                                                                  n = 0,1, 2, 3, ......      (4.8) 
 

trong ñoù chieàu ñi treân C laø chieàu döông. 

 Qui öôùc: o! = 1,  f(0)(a) = f(a). 
 
 
 
 
                                               a 
 
                                           D                              C 
                                                                                                                        

 
                                                      Hình 4.8 

6.2. YÙ nghóa  

 Neáu haøm f(z) giaûi tích taïi z  thì noù coù ñaïo haøm moïi caáp vaø caùc ñaïo haøm ñoù cuõng 
giaûi tích taïi z. 

 Neáu haøm f(z) giaûi tích treân mieàn kín ñôn lieân bò chaën D  vôùi bieân  laø C, a laø ñieåm 
trong cuûa D thì ta coù coâng thöùc:  

 

                                                                                          n = 0, 1, 2, 3 ......  (4.9) 

 
Ví duï 4.6   Aùp duïng (4.9) ta coù : 

a) ∫
=

+−4
1

3

)(z
n

z

iz
dze = i3n e3

!n
i2π                                            ( f(z) = e3z   ,  a = i )  

b) ∫
=− −12z

2

z3

z)2z(
dze = 

4
e

!0
i2 6π =

2
ie6π                               ( f(z) = )0n,2a,

z
e

2

z3
==  

c) ∫
= −1

2

3

)2(z

z

zz
dze = ∫

=

−

1
2

3

)2(

z

z

z

dz
z
e

=
2

i7
4
7i2 ππ −
=

−          ( f(z) = )1n,0a,
2z

e z3
==

−
 

                                                                                                                                                                       

6.3.Baát ñaúng thöùc Cauchy 

!)( 1 nazC
n

2)( idzzf π
=

−∫ +
)(af )(n  

=)()( af n ∫ +−C
nazi 1)(2π

dzzfn )(!   
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 Giaû söû  D laø moät mieàn coù bieân laø ñöôøng cong C, f(z) laø haøm giaûi tích treân D  , M laø 
giaù trò lôùn nhaát  cuûa ⏐ f(z)⏐ treân mieàn D , R laø khoaûng caùch töø  ñieåm z0 ∈D ñeán bieân C 
cuûa D, L laø ñoä daøi cuûa C thì  

                1n1n
0

0
)n(

R2
ML!n

c
dz

)zz(
)z(f

2
!n)z(f ++ ≤

−
≤ ∫ ππ

                                      (4.10) 

 Neáu  D laø hình troøn |z - z0| ≤ R thì L = 2πR vaø  

                                            n0
)n(

R
!Mn)z(f ≤  , n = 0, 1, 2, ....                         (4.11) 

Baát ñaúng thöùc (4.11) goïi laø baát ñaúng thöù Cauchy. 

7. Ñònh lyù Louville  

Neáu haøm f(z) giaûi tích vaø bò chaën trong toaøn  maët phaúng thì noù laø haøm haèng. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

BAØI TAÄP  
Baøi 4.1   Tính I = dzzImz

C
∫  neáu :  

a) C laø ñoaïn thaúng noái hai ñieåm -i vaø i. 

b) C laø nöûa traùi ñöôøng troøn ñôn vò noái töø ñieåm -i ñeán i.   

b) C laø nöûa phaûi ñöôøng troøn ñôn vò noái töø ñieåm -i ñeán i. 

Baøi 4.2  Tính I = zdz
C
∫  neáu :  

a)  C laø ñoaïn thaúng noái hai ñieåm -1 vaø 1. 

b)  C laø nöûa treân ñöôøng troøn ñôn vò noái töø ñieåm -1 ñeán 1.   

b) C laø nöûa döôùi ñöôøng troøn ñôn vò noái töø ñieåm -1 ñeán1.   

Baøi 4.3  Tính dzz
i

∫
1

 doïc theo moãi ñöôøng sau: 

a) Doïc theo truïc 0x ñeán 0 , roài doïc theo truïc 0y ñeán i. 

b) Doïc theo ñöôøng y = 1 – x. 

c) Doïc theo ñöôøng thaúng ñöùng ñeán (1+i) , roài doïc theo ñöôøng ngang ñeán i. 

Baøi 4.4   Tính Ik = z
z i

dz
ck

2

2−∫  

                   a) C1 :|z| = 5                                          b) C2 :|z| = 1 
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Baøi 4.5   Tính I = dz
z

dz
c

2 9+∫  

                   a) C :|z - 2i| = 2                                      b) C :|z +2i| = 
2
1  

Baøi 4.6  

a) Tính tích phaân ∫ +−C zzz
dze z

)22(
 

22
     , vôùi  C laø ñöôøng troøn | z - i| = 2. 

b)  Tính tích phaân A = ∫ +C )z(z
dze 

z

422
     , vôùi  C laø ñöôøng troøn | z -2 i| = 3. 

Baøi 4.7  Tính caùc tích phaân  

    a)                b)              c) ∫ +
i

iz dzeiz
0

3)2( ∫
+ i

zdzsinz
π1

0 ( )∫ +

1

21i z
dz      d) ∫ +

i

dziziz
2

0

)sin()36(  

Baøi 4.8  Tính caùc tích phaân  

1) ez

zc 2 2
2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫
π

;   C : |z - i| = 4  2) ezt

zc
dz

2 1
2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫ ; t > 0, C : |z| = 3 

3) sin cos
( )( )
π πz z
z z

dz
c

2 2

1 3
+

− −∫  ; C : |z| = 2 4) 
( )∫ +c z

dzzte
41

 ; C : |z| = 3 

5) zdz
z zC ( )( )− +∫ 1 1 2

 ; C : |z - 2| = 4              6) cos2
3

tzdz
z

c
∫ ; C : |z| = 1, t > 0. 

7) z dz
z zC

2

2 1 3( )( )+ +∫ 2
 ; C : |z | = 2                  8) 

sin πz

z
dz

C

4
12 −∫ ,  C: x2+ y2- 2x = 0 

9) z dz
z

c

2

2 4+∫  ; C laø bieân cuûa hình vuoâng coù caùc ñænh laø : ± 2, ± 2 + 4i. 

Baøi 4.9  Cho t > 0 vaø C laø ñöôøng cong ñôn ñoùng baát kyø bao ñieåm z = -1. Chöùng minh 

raèng : 1
2 1 3πi

ze dz
z

zt

C ( )+∫ = t t e t−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

2

2
 

Baøi 4.10  Tính caùc tích phaân: A = ∫ ++
+

22 )3)(1(
)(
zz
dziz          ∫ −+= dzizizB )1cos()93(  
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Baøi 4.11   Tính tích phân   với C là biên của hình chữ nhật có các đỉnh 

là ,(3;2). 

dz
zz

I
C
∫ +−

=
)1()2(

1
22

)
2
1;3(),

2
1;1(),2;1( −−−−

Baøi 4.12  Tính caùc tích phaân:  

            a) 
( )∫

=+ −24

9

21iz

z

z

dzze                                                b) 
( )∫

=− −

+

62

5

21

6

iz

z

z

dzez                   

            c) 
( )∫

=− −

+

3

2

3

3

23

)(

iz

z

z

dzez                                        d) 
( )∫

=− −

+

24
23

)7(

z

z

z

dzez  

Baøi 4.13  Tính caùc tích phaân:  

               a)  A = ∫
=+

++
2

22 )1)(4(
iz

zz
dz              b) B = ∫

=+
++

22
22 )3)(1(

z
zz

dz  

               c)  I =   ∫
=−−

−+
322

32 )2)(4(
iz

zz
dz        d) J = ∫

=+ −
+

5
2

2

)2(

2

iz

dz
z

ez iz
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Chöông 5 

CHUOÃI HAØM BIEÁN PHÖÙC 
Trong chöông naøy, baïn seõ hoïc 

♦ Chuoãi soá phöùc. 

♦ Chuoãi haøm bieán phöùc, mieàn hoäi tuï chuoãi haøm phöùc. 

♦ Chuoãi luõy thöøa phöùc, caùch tìm baùn kính hoäi tuï vaø hình troøn hoäi tuï. 

♦ Chuoãi Taylor, chuoãi Maclaurin. 

♦ Chuoãi Laurent, ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa haøm giaûi tích. Phaân loïai 
ñieåm baát thöôøng coâ laäp. 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

§ 1.CHUOÃI SOÁ PHÖÙC 
 

Khaùi nieäm chuoãi soá phöùc  töông töï chuoãi soá thöïc . 

1.1- Ñònh nghóa  

♦ Cho daõy soá phöùc u1, u2, ..., un, ... Khi ñoù chuoãi soá  

                                                = u1+ u2 + ...+ un + ...                                  (5.1)  u
n

n
=

∞
∑

1

goïi laø chuoãi soá phöùc. 

♦ Toång  n soá haïng ñaàu tieân : Sn = u1 + u2 + ...... + un  ñöôïc goïi laø toång rieâng thöù  n 
cuûa chuoãi.  

♦ Neáu daõy {Sn} coù giôùi haïn höõu haïn laø  S thì ta noùi chuoãi  (5.1)  hoâò tuï vaø coù toång   
laø  S.  

♦ Neáu daõy {Sn} coù giôùi haïn baèng  ∞ hoaëc khoâng toàn taïi thì ta noùi chuoãi (5.1) phaân 
kyø. 

1.2- Ñònh lyù 5.1  

Neáu un = an + ibn thì  = . Khi ñoù chuoãi phöùc  hoâi tuï vaø coù 

toång laø  S = α + iβ khi vaø chæ khi hai chuoãi thöïc ,  hoäi tuï vaø coù toång laàn 

löôït laø  α, vaø β.   

u
n

n
=

∞
∑

1
a i b

nn
n +

=

∞

=

∞
∑∑

11
n u

n
n

=

∞
∑

1

∑
∞

=1n
an ∑

∞

=1n
bn
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Vaäy  vieäc  khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa chuoãi soá phöùc ñöôïc ñöa veà vieäc  khaûo saùt söï hoäi tuï 
cuûa hai chuoãi soá thöïc. 

Ví duï 5.1   Khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa chuoãi ∑
∞

=1n nn
ein

 

Giaûi 

= ∑
∞

=1n nn
ncos +i ∑

∞

=1n nn
nsin  Theo coâng thöùc Euler ta coù: ∑

∞

=1n nn
ein

= ∑
∞

=

+

1n nn
nsinincos

Maø 
nn

1
nn
ncos
≤   vaø ⇒

∞

=
∑

1n nn
1 ∑

∞

=1n nn
ncos  hoäi tuï tuyeät ñoái. 

Töông töï chuoãi ∑
∞

=1n nn
nsin  cuõng hoäi tuï tuyeät ñoái. 

Suy ra chuoãi ∑
∞

=1n nn
ein

 hoäi tuï.                                                                                    

 

1.3- Ñònh lyù 5.2  (tieâu chuaån hoäi tuï tuyeät ñoái) 

Neáu chuoãi caùc modun u
n

n
=

∞
∑

1
 hoäi tuï thì chuoãi  hoäi tuï. Khi ñoù chuoãi  goïi 

laø hoäi tuï tuyeät ñoái. 

u
n

n
=

∞
∑

1
u

n
n

=

∞
∑

1

Ví duï 5.2   Khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa chuoãi ∑
∞

=

−

1n nn.4
)1z(

n

n

, vôùi 41z <− . 

Giaûi 

Ta coù 
nn

1
nn.4

4
nn.4

1z
nn.4

)1z(
n

n

n

n

n

n

=≤
−

=
−  vôùi moïi z thoûa 41z <− . 

Maø ∑
∞

=1n nn
1  hoäi tuï ⇒ ∑

∞

=

−

1n nn.4
)1z(

n

n

 hoäi tuï ⇒ ∑
∞

=

−

1n nn.4
)1z(

n

n

 hoäi tuï.                    
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§ 2.CHUOÃI  HAØM  PHÖÙC 
 

2.1.Ñònh nghóa 

♦ Chuoãi  u z  = u1(z) + u2(z) + ...... + un(z) + ...........                              (5.2)   
n

n ( )
=

∞
∑

1

trong ñoù caùc soá haïng un(z) laø caùc haøm bieán phöùc ñôn trò coù cuøng mieàn xaùc ñònh naøo 
ñoù ,  goïi laø chuoãi haøm phöùc.  

♦ Toång   Sn(z) = u1(z) + u2(z) +...+ un(z)  laø toång rieâng cuûa thöù  n  cuûa chuoãi  haøm 
(5.2). 

♦ Taïi moãi ñieåm coá ñònh z = z0, chuoãi (5.2) trôû thaønh chuoãi soá phöùc 

        = u1(z0) + u2(z0) + ...... + un(z0) + .......                                         (5.2’) u z
n

n ( )0
1=

∞
∑

♦ Neáu chuoãi (5.2’) hoäi tuï thì ñieåm z0  goïi laø ñieåm hoäi tuï cuûa chuoãi haøm (5.2). Taäp 
hôïp taát caû caùc ñieåm hoäi tuï goïi laø mieàn hoäi tuï cuûa chuoãi haøm (5.2).  Trong  mieàn 
hoäi tuï ñoù neáu giôùi haïn  

lim ( ) ( )
n

S z f zn→∞
=  

      thì  haøm f(z) ñöôïc goïi laø toång cuûa chuoãi (5.2).  

      Roõ raøng haøm  xaùc ñònh trong  toaøn mieàn hoäi tuï cuûa (5.2) vaø ta vieát   )(zf

f(z) =  u z
n

n ( )
=

∞
∑

1

Khi ñoù Rn(z) =  - Sn(z) ñöôïc goïi laø phaàn dö thöù n cuûa chuoãi haøm (5.2). Taïi moïi z 
thuoäc mieàn hoäi tuï cuûa chuoãi haøm (5.2) thì

)(zf
lim ( )

n
R zn→∞

= 0  

♦ Noùi caùch khaùc chuoãi haøm (5.2) hoäi tuï trong mieàn D khi vaø chæ khi : ∀z ∈ D vaø   
0>∀ε  cho tröôùc, toàn taïi soá N(ε,z) sao cho ∀n > N(ε,z) ta coù | )(zf  - Sn(z)| < ε. 

♦ Trong ñoù tröôøng hôïp soá N(ε,z) khoâng phuï thuoäc vaøo z chaïy trong D maø chæ phuï 
thuoäc vaøo ε, töùc laø N(ε,z) = N(ε) ,  thì ta noùi chuoãi haøm (5.2) hoäi tuï ñeàu trong 
mieàn D. Tieâu chuaån döôùi ñaây ta coù ñieàu kieän ñuû ñeå moät chuoãi haøm hoäi tuï ñeàu 
trong moät mieàn naøo ñoù. 

2.2- Tieâu chuaån Weierstrass. 
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Neáu | un(z) | ≤ an, ∀z ∈ D vaø chuoãi soá döông  hoäi tuï thì chuoãi haøm  

hoäi tuï ñeàu treân mieàn D. 

∑
∞

=1n
an u z

n
n ( )

=

∞
∑

1

2.3 - Ñònh lyù 5.3 ( tính chaát chuoãi haøm hoäi tuï ñeàu) 

Giaû söû chuoãi haøm hoäi tuï ñeàu veà haøm f(z) treân mieàn D; nghóa laø    u z
n

n ( )
=

∞
∑

1

)(zf  =  u z
n

n ( )
=

∞
∑

1

Khi ñoù ta coù: 

(i) Neáu caùc soá haïng un(z) lieân tuïc treân mieàn D thì haøm  lieân tuïc treân D. )(zf

(ii) Neáu haøm ϕ(z) bò chaën (theo moâdun) treân mieàn D thì chuoãi .ϕ(z) cuõng 

hoäi tuï ñeàu treân D. 

u z
n

n ( )
=

∞
∑

1

(iii) Neáu caùc soá haïng un(z) lieân tuïc treân mieàn D thì ta coù theå laáy tích phaân töøng soá 
haïng cuûa chuoãi doïc theo moät ñöôøng cong C trôn töøng khuùc baát kyø naèm trong D; töùc 
laø 

           ∫ ∑ ∫ ∫ ∫ ∫
∞

=
++++==

C 1n C C C C
........dz)z(u....dz)z(udz)z(udz)z(udz)z(f n21n

(iv) Neáu caùc soá haïng un(z) giaûi tích trong mieàn D thì  cuõng giaûi tích treân mieàn D 

vaø ta coù: f(k)(z) =  hôn nöõa chuoãi caùc ñaïo 

haøm  caáp k  laø       cuõng hoäi tuï ñeàu trong D. 

)(zf

u z
n

u z u z u zn
k k k

n
k( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ...... ( ) ......

=
= + + + +∑

1
1 2

∞

∞
u z

n
n
k( ) ( )

=
∑

1
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§3. CHUOÃI LUÕY THÖØA 

 

3.1. Ñònh nghóa   Chuoãi luõy thöøa laø chuoãi coù daïng 

∑
∞

=
+−++−+−+=−

0

2
210

n
.......)az(a.....)az(a)az(aa)az(a n

n
n

n                         (5.3)        

trong ñoù a vaø an laø caùc haèng soá phöùc. 

Neáu ñaët Z = z - a thì chuoãi (5.3) coù theå vieát laïi döôùi daïng chính taéc 

                                                    (5.3’) ∑
∞

=
+++++=

0

2
21

n
......Za.......ZaZaaZa n

no
n

n

3.2- Tieâu chuaån Abel 

Neáu chuoãi luõy thöøa  daïng chính taéc   (5.3’)   hoäi tuï taïi ñieåm   z1 ≠ 0  thì noù 

hoäi tuï tuyeät ñoái trong hình troøn | z | < | z1 | vaø hoäi tuï ñeàu trong moïi hình troøn           

∑
∞

=0n
za n

n

 | z| ≤ r   vôùi      0 < r < | z1 |. (Hình 5.1) 

 

                         
 

                                 Hình 5.1                                                  Hình 5.2 

 
 Heä quaû 

i)  Neáu chuoãi luõy thöøa  daïng chính taéc   (5.3’)    phaân kyø taïi z2 thì noù phaân 

kyø taïi moïi ñieåm cuûa mieàn | z | > | z2 |.( Hình 5.2) 

∑
∞

=0n
za n

n

ii) Toàn taïi duy nhaát soá  R ≥ 0  sao cho chuoãi  (5.3’)  hoäi tuï taïi moïi ñieåm beân trong 
hình troøn   | z | < R vaøø phaân kyø taïi moïi ñieåm beân ngoaøi hình troøn. ( hình 5.3) 
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Khi ñoù soá  R goïi laø baùn kính hoäi tuï vaø hình troøn | z | < R  goïi laø hình troøn hoäi tuï cuûa 
chuoãi (5.3’). Taïi nhöõng ñieåm treân ñöôøng troøn  | z | = R chuoãi coù theå hoäi tuï hoaëc phaân 
kyø 

                                             . 

                                                                         Hình 5.3 

Baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi (5.3) baèng baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi (5.3’), hình troøn hoäi 
tuï cuûa chuoãi (5.3) laø hình troøn  | z - a| < R. 

3.3 . Caùch tìm baùn kính hoäi tuï vaø hình troøn hoäi tuï  

Coâng thöùc tìm baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi trong tröôøng hôïp an ≠ 0, ∀n  > No coá ñònh  
laø: 

 
1+∞→

=
n

n
a
a

n
limR hoaëc     

n nan
limR 1
∞→

= 
 
 

♦ Baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi (5.3’) vaø chuoãi (5.3) laø R. 

♦ Hình troøn hoäi tuï cuûa chuoãi (5.3’) laø | z | < R . 

♦ Hình troøn hoäi tuï cuûa chuoãi (5.3) laø | z- a| < R . 

Neáu R = 0 thì chuoãi (5.3’) chæ  hoäi tuï taïi z = 0 , chuoãi (5.3) chæ  hoäi tuï taïi z = a . Neáu 
R = ∞ thì hoäi tuï taïi moïi z. 

Ñeå tìm baùn hính hoäi tuï vaø hình troøn hoäi tuï cuûa chuoãi (5.3) ta coøn aùp duïng tieâu chuaån 

D’Alembert hoaëc Cauchy cho chuoãi soá döông ∑
∞

=
−

0n
)az(a n

n . 

Ví duï 5.3  Tìm baùn kính hoäi tuï vaø hình troøn hoäi tuï chuoãi luyõ thöøa: ∑
∞

=

−

1n
n

n

3
)1z(n  
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Giaûi 

Baùn kính hoäi tuï: 3
1n

3
3
nlim

a
a

limR
1n

nn
1n

n

n
=

+
⋅==

+

∞→
+

∞→
 

Hình troøn hoäi tuï: 31z <−                                                                                           

Ví duï 5.4  Tìm mieàn hoäi tuï chuoãi luõy thöøa ∑
∞

= +
+

1n
n2

n

4)1n(
)2z(  

Giaûi 

Baùn kính hoäi tuï: 4
4)1n(
4)2n(lim

a
a

limR n2

1nn

n
1n

n

n
=

+
+

==
+

∞→
+

∞→
 

Hình troøn hoäi tuï: 42z <+  

 ta coù: ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= +
=

+

+
=

+
+

1n
2

1n
n2

n

1n
n2

n

)1n(
1

4)1n(
2z

4)2n(
)2z( hoäi tuï. Treân ñöôøng troøn 42z =+

Vaäy mieàn hoäi tuï chuoãi haøm laø: 42z ≤+                                                                   

3.4. Tính chaát chuoãi luõy thöøa 

i) Toång cuûa chuoãi luõy thöøa laø haøm giaûi tích beân trong hình troøn hoäi tuï cuûa 
chuoãi. 

ii) Coù theå laáy ñaïo haøm töøng soá haïng cuûa chuoãi luõy thöøa beân trong hình troøn hoäi 
tuï cuûa chuoãi. Chuoãi môùi coù ñöôïc cuõng laø chuoãi luõy thöøa coù cuøng baùn kính hoäi 
tuï vôùi chuoãi ban ñaàu. 

iii) Coù theå laáy tích phaân töøng soá haïng cuûa chuoãi luõy thöøa beân trong hình troøn hoäi 
tuï cuûa chuoãi. Chuoãi môùi coù ñöôïc cuõng laø chuoãi luõy thöøa coù cuøng baùn kính hoäi 
tuï vôùi chuoãi ban ñaàu. 

 ………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

BAØI TAÄP  
Baøi 5.1   Tìm baùn kính hoäi tuï vaø hình troøn hoäi tuï cuûa caùc chuoãi sau: 

          a)  ∑
∞

=1 4n
n

n

n
z                                 b) ∑

∞

=

−−−

1

)1()1(
n

nn

n
iz                   c) ∑

∞

=

−

1 3
)3(

n
n

nizn   

 d) ∑       e) ∑                 f) 
∞

=
−

1
14

n

nn )z(
∞

=

−
1

4 )(
n

nizn ∑
∞

=
+

1n

nn )iz(e  

Baøi 5.2  Tìm mieàn hoäi tuï cuûa caùc chuoãi sau: 

             a)  ∑
∞

= +
−

1
3 4)1(
)2(

n
n

n

n
iz                        b) ∑

∞

=

+

+
−

1

12

12
1

n

nn

)!n(
z)(                 c)   ∑

∞

=1n

nz!n
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§4. CHUOÃI TAYLOR- CHUOÃI MACLAURIN 
 

♦ Giaû söû chuoãi luõy thöøa n  coù baùn kính hoäi tuï laø R ≠ 0. Khi ñoù theo ñònh 

lyù Abel chuoãi hoäi tuï ñeàu trong moïi hình troøn kín |z - a| ≤ r < R. Vì moãi soá haïng 
cuûa moät chuoãi luõy thöøa laø moät haøm giaûi tích neân theo (iv) cuûa ñònh lyù 5.3 ôû phaàn 
(2.3) toång )(zf  cuûa chuoãi  laø moät haøm giaûi tích trong mieàn hoäi tuï cuûa chuoãi.  

n )az(
n

a −
∞

=
∑

0

♦ Ngöôïc laïi neáu cho tröôùc moät haøm )(zf  giaûi tích treân hình troøn |z - a| < R thì vaán 
ñeà ñaët ra laø haøm )(zf  coù theå khai tieån thaønh chuoãi luõy thöøa cuûa (z - a) treân hình 
troøn ñoù khoâng?  

4.1. Ñònh lyù 5.4 

Neáu haøm  giaûi tích trong hình troøn  |z - a| < R thì vôùi moïi z trong hình troøn ñoù ta 
coù: 

)(zf

                                                                                                     
                                                                                                                                  (5.4)     
 

Trong ñoù C laø ñöôøng troøn  |z - a| < r  vôùi r < R. 

n

 

                                                                              r                 

                                                                          a 

                                                                                         C 

Hình 5.4 

♦ Chuoãi (5.4) ñöôïc goïi laø chuoãi Taylor cuûa haøm )(zf  taïi a. Ngöôøi ta cuõng chöùng 
minh ñöôïc khai trieån )(zf  thaønh chuoãi luõy thöøa cuûa (z - a) ôû (5.4) laø duy nhaát.  

♦ Khi a = 0 thì chuoãi Taylor goïi laø chuoãi Maclaurin cuûa haøm )(zf . 

 

 

 

Ví duï 5.5   Vôùi haøm f(z) = ez  thì . Suy ra  az e)a(f  vaø    z,e)z(f )n()n( =∀=

♦ f(z) = ez = n
a

a)(z
0n n!

e
−

∞

=
∑  laø khai trieån Taylor cuûa haøm soá taïi a. 

1n

C a)(t0n i20n n! −==
+π

n
(n)

(z.f(t)dt1a)(z(a)ff(z)
∞

=−
∞

= ∫∑∑ a)−  

n
1n

n
(n)

z
C t

f(t)dt

0n i2
1z

0n n!
(0)ff(z) ∫∑∑ +

∞

=
=

∞

=
=

π
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♦ Vôùi a = 0 thì  ez = ∑
∞

=0n n!
z n

 laø khai trieån Maclaurin cuûa haøm soá.                         

4.2. Khai trieån Maclaurin  cuûa moät soá haøm sô caáp cô baûn 

  ez = 1 + z + 
!

z
2

2
 + .... + 

!n
zn

 + ...... = ∑
∞

= 0n !n
zn

, ∀z∈C. 

 cosz = 1 - 
!

z
2

2
 + ∑

∞

=
−=+−++−

0 2
1

2
1

64

2264

n )!n(
z)(.....

)!n(
z)(.....

!
z

!
z n

n
n

n ,  ∀z∈ C . 

 sinz = z - ∑
∞

= +
−=+

+
−++−+

++

0 12
1

12
1

753

1212753

n )!n(
z)(.....

)!n(
z)(.......

!
z

!
z

!
z n

n
n

n , ∀z∈ C. 

 (1+z)α = 1+ αz + =+
+−−

++
− .....z

!n
)n)......((........z

!
)( n11

2
1 2 ααααα     

= ∑
∞

=

+−−

0

11

n
z

!n
)n)......(( nααα , vôùi | z | < 1, α laø soá phöùc vaø choïn 1α = 1. Neáu α = k laø 

soá töï nhieân laø chuoãi trôû thaønh ña thöùc baäc k cuûa z vaø hoäi tuï taïi moïi z. 

 
z−1

1  = 1 + z + z2  + .......... + zn + ............ = ∑
∞

= 0n
zn , vôùi | z | < 1 

 
z+1

1 = 1 - z + z2 - z3 + ..... + (-1)n zn + .... = ∑
∞

=
−

0
1

n
z)( nn , vôùi | z | < 1 

 ln(1+z) = z - .....
n

z)(......zzz n
)n( +−++−+ +1

432
1

432
= ∑

∞

=
− +

1
1 1

n n

nz)( n , vôùi | z | < 1. 

4.3.Phöông phaùp khai trieån haøm soá thaønh chuoãi luõy thöøa 

Chuùng ta thöôøng duøng caùc phöông phaùp sau ñaây vaø phoái hôïp laïi ñeå khai trieån haøm soá 
thaønh chuoãi. 

  Aùp duïng coâng thöùc Taylor vaø Maclaurin. 

  Aùp duïng caùc khai trieån cô baûn. 

  Ñoãi bieán. 

  Aùp duïng tính chaát ñaïo haøm vaø tích phaân chuoãi luõy thöøa.   
 
Ví duï 5.6  

 a)  Khai trieån  haøm f(z) = 
z1

1
−

 thaønh chuoãi luõy thöøa cuûa (z-3i).         

b)  Khai trieån  haøm f(z) =  thaønh chuoãi luõy thöøa cuûa (z-2). 3z42ze +−
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c)  Khai trieån  haøm f(z) = 2z4
z
+

 thaønh chuoãi luõy thöøa cuûa z. 

Giaûi 

a) Ñaët u = z-3i ⇒  z = 3i+u ⇒  f(z) = 
ui3

1
−

= 
1−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

i31
u1

1
i31

1 . Suy sa  

 f(z) = 
n

0n i31
u

i31
1 ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
 vôùi 1

i31
u

<
−

.  

Vaäy f(z) =
z1

1
−

= ( )
( )∑

∞

=
+−

−

0n
1n

n

i31
i3z  vôùi 10i3z <− . 

b) Ñaët  u = z-2 ⇒  z = u+2 ⇒  f(z) = 12ue −  = 
e
1 2ue =

e
1 u,

0n !n
u n2

∀
∞

=
∑ . 

Vaäy  f(z) = = 3z42ze +−

e
1 z,

0n !n
)2z( n2

∀
∞

=

−∑ . 

c) f(z) = 2z4
z
+

= 

4
z1

1.
4
z

2

+
= n

n2

0n

n

4
z)1(

4
z ∑

∞

=
− = 1n

1n2

0n

n

4
z)1( +

+∞

=
∑ − , vôùi 2z < .                  

4.4- Khoâng ñieåm cuûa haøm giaûi tích 

4.4.1- Ñònh nghóa 

♦ Cho w = f(z) laø moät haøm giaûi tích treân mieàn D. Ñieåm z0 ∈ D ñöôïc goïi laø khoâng 
ñieåm caáp m cuûa f(z) neáu f(z) = (z -z0)mϕ(z),   vôùi   ϕ(z0) ≠ 0 

      Khi  m = 1 thì z0 ñöôïc goïi laø khoâng ñieåm ñôn cuûa haøm  f(z). 

♦ Vì  f(z) giaûi tích taïi z0 neân ϕ(z) cuõng giaûi tích taïi zo vaø ϕ(z0) ≠ 0. Khai trieån haøm 
ϕ(z) thaønh chuoãi luõy thöøa cuûa  (z -z0)  ta ñöôïc   

                        ϕ(z) = b0 + b1(z - z0) + b2(z -z0)2 + ....., vôùi b0 = ϕ(z0) ≠ 0.  

Suy ra    f(z) = b0(z -z0)m
  + b1(z - z0)m + 1 +....... 

Vaäy noùi caùch khaùc, ñieåm z0  goïi khoâng ñieåm caáp m cuûa haøm f(z) neáu taïi laân caän cuûa 
z0, haøm f(z) coù khai trieån Taylor :  

                        f(z) = am(z - z0)m + am + 1(z - z0)m + 1 + .……   vôùi am ≠ 0. 

Ví duï 5.7  

a) z = 2i laø khoâng ñieåm caáp 5 cuûa haøm f(z) = (z-2i)5e3z ;  vì  f(2i) = 0 vaø ϕ(z) = e3z 
thoûa ϕ(2i) = e6i ≠ 0. 
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b) z = 0 laø khoâng ñieåm caáp 2 cuûa haøm f(z) = zsinz  vì  khai trieån Taylor f(z) taïo z= 0 

laø :  zsinz = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+− ......

!7
z

!5
z

!3
z1z......

!7
z

!5
z

!3
zzz

642
2

753
 

                       = ......
!7

z
!5

z
!3

zz
864

2 +−+−                                                                        

4.4.2. Ñònh lyù  (veà tính duy nhaát cuûa haøm giaûi tích) 

Giaû söû f1(z) , f2(z) laø hai haøm giaûi tích trong mieàn D, vaø truøng nhau treân moät taäp voâ 
haïn caùc ñieåm {zn} coù giôùi haïn laø z0 ∈ D. Khi ñoù f1(z) = f2(z), ∀z ∈ D. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

BAØI TAÄP  
Baøi 5.3  Khai trieån haøm )z   thaønh chuoãi Taylor quanh ñieåm a cho thöôùc vaø tìm 
baùn kính hoäi tuï cuûa chu

 (f
oãi. 

a)   = )(zf
1
1

+
−

z
z                            a = 0 vaø a = 1. 

b)  = )(zf
23

1
2 ++ zz

                 a = 0 vaø a = 2. 

c)  = )(zf
z
1                  a = i . 

d)  =                a = πi )(zf ze

e) =               a = πi )(zf chz

f) =                a = πi )(zf shz
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§5. CHUOÃI LAURENT VAØ ÑIEÅM BAÁT THÖÔØNG 
COÂ LAÄP CUÛA HAØM GIAÛI TÍCH 

 

5.1. Chuoãi Laurent 

* Ñònh lyù vaø ñònh nghóa  ( ñònh lyù 5.5) 

Neáu haøm  giaûi tích trong hình vaønh khaên D : 0 ≤ r < |z - a|< R ≤ ∞ thì vôùi moïi z 

thuoäc D ta coù khai trieån:                 f(z) =         (5.5)  

)(zf

∑
∞

−∞=
−

n
)az(a n

n

trong ñoù ∫ +−
=

C )at(
dt)t(f

i
a

nn 12
1
π

; n = 0, ± 1,  ± 2, .... vôùi C laø ñöôøng cong kín baát kyø bao 

ñieåm  a  vaø naèm troïn trong hình vaønh khaên. 
 

         Hình 5.5 

Chuoãi (5.5)  goïi laø chuoãi Laurent cuûa haøm  trong moïi hình vaønh khaên                 
r’ ≤ |z -a| ≤ R’ vôùi r’ > r vaø R’< R. 

)(zf

Chuoãi (5.5) ñöôïc taùch ra thaønh hai phaàn: 

♦ Chuoãi  hoäi tuï vôùi |z - a| < R vaø ñöôïc goïi laø phaàn ñeàu. ∑
∞

=
=−

0
1

n
)z(f)az(a n

n

♦ Chuoãi )z(f.......
)az(

a

n )az(
a

)az(a n
n 22

21

1
=+

−
+

∞−

−= −
=− −−∑  hoäi tuï vôùi |z - a| > r vaø ñöôïc 

goïi laø phaàn chính. 

Nhaän xeùt Chuoãi Taylor laø tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa chuoãi Laurent trong ñoù phaàn 
chính trieät tieâu. 
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Ngöôøi ta chöùng minh ñöôïc raèng khai trieån Laurent cuûa moät haøm  trong moät 
hình vaønh khaên taâm a cho tröôùc laø duy nhaát. Tuy nhieân trong nhöõng hình vaønh khaên 
khaùc nhau thì khai trieån Laurent  cuûa  coù theå khaùc nhau. 

)(zf

)(zf

 
5.2 - Ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa haøm giaûi tích 

 Ñònh nghóa   Neáu haøm    giaûi tích trong moät laân caän naøo ñoù cuûa ñieåm a ≠ ∞ 
tröø ñieåm a, töùc giaûi tích trong mieàn  0 < |z -a| < r,  thì  a ñöôïc goïi laø ñieåm baát 
thöôøng coâ laäp cuûa haøm giaûi tích  . 

)(zf
)(zf

)(zf

 Khi ñoù  coù theå khai trieån thaønh chuoãi  Laurent  trong mieàn :  0 < |z -a| < r     )(zf

                   . ∑ ∑ ∑
∞+

∞−

∞

=

∞−

−=
−+−=−=

0 1n n
)az(a)az(a)az(a)z(f n

n
n

n
n

n

 

                                                                                   r                 

                                                                         a 

                                                                                         C 
 

Hình 5.6 

  Nhaän xeùt: Trong khai trieån treân  heä soá   a-1 = ∫
C

dt)t(f
i2

1
π

= ∫
C

dz)z(f
i2

1
π

. 

 Phaân loaïi  Ngöôøi ta chia ñieåm baát thöôøng coâ laäp thaønh 3 loaïi nhö sau: 

a) Cöïc ñieåm:   

Ñieåm baát thöôøng coâ laäp z = a cuûa  ñöôïc goïi laø cöïc ñieåm caáp m neáu khai trieån  
Laurent cuûa  trong hình troøn 0 < |z -a| < r coù daïng. 

)(zf
)(zf

    n
nm

m
m

m )az(
n

a
az

a
.....

)az(
a

)az(
a

)z(f −
∞+

=
+

−
++

−
+

−
= ∑−

−
+−−

0

1
1

1  vôùi a-m ≠ 0.  

♦ Neáu m = 1 thì a ñöôïc goïi laø cöïc ñieåm ñôn. 
♦ Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa f(z) thì lim ( )

z a
f z

→
= ∞  vaø 0≠= . −

→
A)z(f)az(

az
lim m

♦ Ngöôïc laïi neáu lim ( )
z a

f z
→

= ∞  vaø m laø soá nguyeân döông  

thoûa Af(z)  , vôùi A ≠ 0 vaø A≠  ∞ , thì  a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa 

haøm f(z). 

a)(zlim m

az
=−

→

b) Ñieåm baát thöôøng boû ñöôïc:    
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Ñieåm baát thöôøng coâ laäp z = a cuûa haøm giaûi tích  goïi laø ñieåm baát thöôøng boû ñöôïc 
neáu khai trieån Laurent  cuûa  trong mieàn 0 < |z -a| < r  coù phaàn chính trieät tieâu. 

Töùc laø:  . 

)(zf
)(zf

∑
∞+

=
−=

0n
)az(a)z(f n

n

c) Ñieåm baát thöôøng coát yeáu 

Ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa z = a cuûa haøm f(z) goïi laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu neáu 
phaàn chính cuûa khai trieån Laurent haøm  treân mieàn 0 < |z -a| < r coù voâ soá soá 
haïng. 

)(zf

Ví duï 5.8   Khai trieån Laurent caùc haøm soá sau taïi caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp ñaõ chæ 
ra vaø goïi teân caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp ñoù: 

a) f(z) = 3

z2

)2z(
e
−

 , taïi z = 2. 

b) f(z) = (z-1)
1z

1cos
−

, taïi z = 1. 

c) f(z) = 
z

zsin  , taïi z = 0. 

Giaûi 

a) f(z) = 3

z2

)2z(
e
−

= 3

)2z(2
4

)2z(
ee
−

−

=
( )

)2z(2
3

4

e
2z

e −

−
= 
( ) ∑

∞

=

−
− 0n

nn

3

4

!n
)2z(2

2z
e .  

Vaäy = )(zf 3

z2

)2z(
e
−

  =  ∑
∞

=

−−

0n

3nn
4

!n
)2z(2e  

                                 = ......
!4

)2z(e2
!3
e2

)2z(!2
e2

)2z(
e2

)2z(
e 444342

2

4

3

4
+

−
++

−
+

−
+

−
 

Suy ra z = 2  laø cöïc ñieåm caáp 3 cuûa haøm . )(zf

b) )(zf  = (z-1)
1z

1cos
−

= (z-1) ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
0n )!n2(

1z
1

)1(

n2

n = 
( ) 1n2

n

1z
1

0n )!n2(
1)1( −−

∞

=
−∑ . 

Suy ra z = 1 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa haøm . )(zf

c) f(z) = 
z

zsin = 
z
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
−++−+−

+

.....
)!1n2(

z)1(.......
!7

z
!5

z
!3

zz
1n2

n
753

 

            = .....
)!1n2(

z)1(.......
!7

z
!5

z
!3

z1
n2

n
642

+
+

−++−+−  

Suy ra z = 0 laø ñieåm baát thöôøng boû ñöôïc cuûa haøm .                                            )(zf
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BAØI TAÄP 
Baøi 5.4   Khai trieån Laurent caùc haøm soá sau taïi caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp ñaõ chæ ra 
vaø goïi teân caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp ñoù: 

1) f(z) = e
z

z2

21( )−
, taïi z = 1  

2) f(z) = z
z z( )( )

 , taïi z = -2 
+ +1 2

3) f(z) = z z
z
− sin

3
 , taïi z = 0  

4) f(z) = (z - 3) sin 1
2z +

 , taïi z = -2 
 

5) f(z) = 23
1

)z(z −
 , taïi z = 3. 

6) f(z) = z2 e z
1

 , taïi z = 0. 

7) f(z) = 21

1

)z(z −
, taïi z = 1. 

8) f(z) = 
212

1

)z( +
, taïi z = i. 

Baøi 5.5   Khai trieån Laurent haøm f(z) = 1
1 3( )( )z z+ +

 

a) Trong hình vaønh khaên : 1 < |z| < 3.                        b) Trong mieàn  : |z| > 3. 
c) Trong mieàn  : 0 < |z + 1|  < 2.                                 d) Trong mieàn  : |z| < 1 . 
Baøi 5.6  Tìm caùc 0-ñieåm cuûa caùc haøm soá sau vaø chæ roõ caáp cuûa chuùng. 

a)  =                                b)  =       w 522 )4)(9( ++ zz w 32 )4)(1( −− ze z

c)  =                                              d)  = 4z2 +12iz - 9 w 57 3zz + w

Baøi 5.7   Tìm vaø phaân loaïi caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa caùc haøm soá  =  sau  w )(zf

a) w = 
)1.(.)1(

2
3 +−
+

zzz
z                b) w = 4

sin
z

z                    c) w = 2
cos1
z

z−        

d) w = 22 )(
2

iz +
                          e) w = 

iz +
1cos                f) w = ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
2
1

z
sin   

g) w = z ze
1

                                    h) w = 53
1

zz −
                 i)  w = cos

z
1  

Baøi 5.8       

a) Khai trieån haøm )(zf  = z2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

z
1sin  thaønh chuoãi Laurent quanh ñieåm baát thöôøng coâ 

laäp    zo = 0 .  

b) Tính  tích phaân sau : A =  dz
z

1
sin2z 

C
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
, vôùi  C laø ñöôøng troøn | z | = 3. 

Baøi 5.9   

a) Khai trieån haøm  )(zf  = 1
1
−ze  thaønh chuoãi Laurent quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp    

zo = 1 .  

b) Tính  tích phaân sau : A =  ∫ +−

C

1z
1

dz)zee( , vôùi  C laø ñöôøng troøn | z | = 4. 
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Chöông 6 

THAËNG DÖ VAØ ÖÙNG DUÏNG 
Trong chöông naøy, baïn seõ hoïc 

♦ Khaùi nieäm thaëng dö cuûa haøm giaûi tích taïi caùc ñieåm baát thöôøng  coâ 
laäp. 

♦ Caùch tính thaëng dö. 

♦ ÖÙng duïng thaëng dö ñeå tính tích phaân doïc theo ñöôøng cong kín. 

♦ ÖÙng duïng thaëng dö ñeå tính tích phaân haøm löôïng giaùc. 

♦ ÖÙng  duïng  thaëng  dö  ñeå  tính  moät  soá  daïng  tích  phaân suy roäng     
loaïi 1. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Giaû söû  chuùng ta caàn tính tích phaân ∫
C

f(z)dz   vôùi C laø ñöôøng  cong kín trôn hoaëc 

trôn töøng khuùc vaø haøm  giaûi tích beân trong vaø treân C tröø  moät soá höõu haïn ñieåm 
baát thöông coâ laëp a1, a2,…….., an naèm beân trong C. 

)(zf

 

                                           
                                                                      Hình 6.1 

Trong chöông 4 ta ñaõ bieát  

                         ∫
C

f(z)dz  = ∫
1C

dz)z(f + ∫
2C

dz)z(f +......……....+ ∫
nC

dzzf )(  

                                          
                                                                  Hình 6.2 
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Nhö vaäy ta caàn tính caùc tích phaân daïng ∫

C
dz)z(f , vôùi ñieàu kieän  giaûi tích treân C 

vaø beân trong C tröø  ñieåm baát thöôøng duy nhaát a. 

)(zf

 

                                                            
                                                                       Hình 6.3                                 
 Maët khaùc trong chöông 5 ta ñaõ bieát haøm  coù theå khai trieån thaønh chuoãi Laurent 
quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp  a  nhö sau 

)(zf

                             ∑ ∑ ∑
∞+

∞−

∞

=

∞−

−=
−+−=−=

0 1
)()()()(

n n
azaazaazazf n

n
n

n
n

n

Trong ñoù heä soá    a-1 = ∫
C

dt)t(f
i2

1
π

= ∫
C

dz)z(f
i2

1
π

. 

 1.  Ñònh nghóa thaëng dö   

Thaëng dö cuûa haøm giaûi tích  taïi ñieåm baát thöôøng coâ laäp a ñöôïc kyù hieäu vaø ñònh 
nghóa bôûi: 

)(zf

                                                                                                                           (6.1) [ ] ∫= dz)z(f
i2

1:a),z(fsRe
Cπ

 

Trong ñoù C laø ñöôøng cong kín baát kyø, trôn hoaëc trôn töøng khuùc, khoâng töï caét , bao 
ñieåm a vaø haøm  giaûi tích beân trong vaø treân C  tröø  ñieåm a. ( hình 5.3) )(zf

2 . Caùch tính thaëng dö  

 Toång quaùt  Neáu khai trieåm Laurent haøm f(z) quanh ñieåm a coù daïng            

                                 ∑
∞+

−∞=
−=

n

n
n )az(a)z(f

      thì                   [ ] 1aa),z(fsRe −=                                                          (6.2) 

 Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa f(z) thì: 

           [ ] ( ) )(
az

1mm )z(f)az(
)!1m(

1lima),z(fsRe −−
−

=
→

                           (6.3)          

 Neáu a laø cöïc ñieåm ñôn cuûa haøm f(z) thì: 

              [ ] )z(f)az(lima),z(fsRe
az

−=
→

                                                     (6.4) 
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 Neáu f z h z
g z

( ) ( )
( )

= , h(a) ≠ 0, g(a) = 0, g’(a) ≠ 0  khi ñoù  a laø cöïc ñieåm ñôn cuûa  

vaø ta coù:                                                                                                            (6.5)   

)(zf

[ ]Re ( ), ( )
' ( )

s f z a h a
g a

=

 

Ví duï 6.1  

= ......
!4

)2z(e2
!3
e2

)2z(!2
e2

)2z(
e2

)2z(
e 444342

2

4

3

4
+

−
++

−
+

−
+

−
 a) f(z) = 3

z2

)2z(
e
−

Suy ra 4
42

3

z2
e2

2
e22,

)2z(
esRe ==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
. 

b) f(z) = (z-1)
1z

1cos
−

= 
( ) 1n2

n

1z
1

0n )!n2(
1)1( −−

∞

=
−∑  . 

Suy ra 
2
11,

1z
1cos)1z(sRe −

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
− . 

c) f(z) = 
z

zsin = .....
)!1n2(

z)1(.......
!7

z
!5

z
!3

z1
n2

n
642

+
+

−++−+−  

Suy ra 00,
z

zsinsRe =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ . 

d) z = 1 laø cöïc ñieåm caáp 2 cuûa haøm f(z) =
z)1z(

1
2−

neân  

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

1,
z)1z(

1sRe 2 = 1
z

1lim
z
1lim 21z1z

'
−=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→→
. 

e) z = 1 laø cöïc ñieåm ñôn cuûa haøm f(z) =
z)1z(

1
2−

 neân  

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

0,
z)1z(

1sRe 2 = 
( )

=
−→ 20z 1z
1lim 1.                                                                         

Chuù yù  Neáu a laø ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa  vaø m laø soá nguyeân döông sao cho 
(z-a)m f(z) = A  ( vôùi A≠ 0 , A≠ ∞)  thì a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa . 

)(zf

az
lim
→

)(zf

3 . Boå ñeà Jordan 

i) Giaû söû haøm f(z) giaûi tích trong nöûa maët phaúng Imz > 0 ngoaïi tröø moät soá höõu haïn 
taïi caùc cöïc ñieåm vaø 0)z(zf

z
lim =

∞→
 ñeàu vôùi 0 ≤ argz ≤ π . Khi ñoù 

 vôùi CR laø nöûa treân ñöôøng troøn |z| = R. lim ( )
R

f z dz
CR

→ +∞
=∫ 0
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ii) Giaû söû haøm f(z) giaûi tích trong nöûa maët phaúng  Imz > 0,  tröø moät soá höõu haïn caùc 
cöïc ñieåm vaø 0)z(zf

z
lim =

∞→
 ñeàu vôùi 0 ≤ argz ≤ π. Khi ñoù . 

Vôùi CR laø nöûa treân ñöôøng troøn |z| = R vaø m > 0. 

lim ( )
R

eimzf z dz
CR

→+∞
=∫ 0

Boå ñeà Jordan ñöôïc aùp duïng ñeå chöùng minh caùc coâng thöùc (6.8) vaø 6.9). 

4 . Aùp duïng thaëng dö tính tích phaân doïc theo ñöôøng cong kín 

Neáu f(z) giaûi tích trong mieàn kín D  giôùi haïn bôûi ñöôøng cong kín C tröø moät soá höõu 
haïn caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp a1, a2, ...., an naèm trong D thì 

           [ ]f z dz i s f z a
k

n

C
k( ) Re ( ),=

=
∑∫ 2

1
π                                                                 (6.6) 

                                          
Ví duï 6.2  

a)  Khai trieån haøm  f(z) = z ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

z
zcos π1   thaønh chuoãi Laurent quanh ñieåm baát thöôøng 

coâ laäp    zo = 0 . 

b)  Tính  tích phaân sau :  ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

C

dz
z

zz cos π1 , vôùi  C laø ñöôøng troøn | z | = 2. 

Giaûi 

a)    f(z) = z ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

z
zcos π1    = z [cosπ

z
1cos - sinπ

z
1sin ] = -z 

z
1cos   

               = -z ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−++−+− .....

)!n2(z
1)1(.....

!6z
1

!4z
1

!2z
11 n2

n
642         

       =    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+−+−

−
.....

)!n2(z
1)1(.....

!6z
1

!4z
1

!2z
1z 1n2

n
53   

b)      ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

C
dz

z
zz  cos π1  =   2πi ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 0,

z
z 1coszsRe π = 2πi 

!2
1 = πi.     

Ví duï 6.3  Tính  tích phaân sau : ∫ −+C
2

z
dz

)4z)(1z(
e , vôùi  C laø ñöôøng troøn | z | = 2. 
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Giaûi 

Haøm f(z) = 
)4z)(1z(

e
2

z

−+
 coù caùc cöïc ñieåm ñôn laø   z = i, z = -i, z = 4 ; trong ñoù caùc 

ñieåm z = i, z = -i naèm beân trong C vaø ñieåm z = 4 naèm beân ngoaøi C. Do ñoù 

∫ −+C
2

z
dz

)4z)(1z(z
e  = 2πi [ ] [ ]( )i),z(fsRei),z(fsRe −+  

=  2πi ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
+

−+ −→→ )4z)(iz(
elim

)4z)(iz(
elim

z

iz

z

iz
=  

= 2πi ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−−−
+

−

−

)4i)(ii(
e

)4i(i2
e ii

= π ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
+

−

−

4i
e

4i
e ii

                                                  

 

Ví duï 6.4    Khai trieån Laurent haøm  izeizzf −−=
1

3)()(   quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp 

. Tính tích phaân iz = ∫
=−

−−=
32

1
3)(

iz

iz dzeizI . 

Giaûi 
Khai trieån Laurent 

izeizzf −−=
1

3)()( = ∑
∞

=

−−
0

1
3

!
)(

)(
n

n
iz

n
iz = ∑

∞

= −
−

0

3

)(!
1)(

n
nizn

iz =∑
∞

=
−−0

3)(!
1

n
nizn

 

Tính tích phaân 

∫
=−

−−=
32

1
3)(

iz

iz dzeizI = 2 iπ ],)[(Re
1

3 ieizs iz−− =   
!4

12 iπ  = 
12

iπ  

Ví duï 6.5    Khai trieån Laurent haøm  
z

zzf 1)( sin4=   quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp   z = 0. 

Tính tích phaân ∫
=−

+=
52

43 )1( sin
zi

z dz
z

zeI . 

Giaûi 

z
zzf 1)( sin4= 4z= ∑

∞

= +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

+

0 )!12(

1

)1(

12

n n
z

n

n = ∑
∞

= +
− +

0 )!12(
)1( 12

4

n zn
z

n
n  

                          = ∑
∞

= +
− −

0 )!12(
1)1( 32

n zn n
n  
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∫
=−

+=
52

43 )1( sin
zi

z dz
z

zeI = ∫
=− 52

3

zi

zdze + ∫
=− 52

4 1sin
zi

dz
z

z = iπ20 + ]0,1sin[Re 4

z
zs  

    = iπ2
!5

1 =
60

iπ  

(vì haøm soá  giaûi tích treân toaøn maët treân toaøn maët phaúng phöùc neân theo heä quaû 3 cuûa ñònh 
lyù Cauchy

ze3

∫
=− 52

3

zi

zdze = 0) 

 

Ví duï 6.6    Khai trieån Laurent haøm  
iz

izzf
−

−=
1sin)()( 2   quanh ñieåm baát thöôøng coâ           

laäp . Tính tích phaân iz = ∫
=−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+=

63

52 1sin)(
iz

z dze
iz

izI . 

Giaûi 

iz −
1sin  = ∑

∞

=

+

+
−−

0

12

)!12(

)1(
)1(

n

n

n

n
iz = ∑

∞

=
+−+

−

0
12)()!12(

)1(
n

n

n

izn
 

iz
izzf

−
−=

1sin)()( 2 = ∑
∞

=
+−+

−
−

0
12

2

)()!12(
)1()(

n
n

n

izn
iz = ∑

∞

=
−−+

−

0
12)()!12(

)1(
n

n

n

izn
 

∫
=−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+=

63

52 1sin)(
iz

z dze
iz

izI = ∫
=−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

63

2 1sin)(
iz

dz
iz

iz + ∫
=− 63

5

iz

z dze  

 

0
63

5 =∫
=− iz

z dze  ( vì haøm  coù ñaïo haøm treân toaøn maët phaúng phöùc neân giaûi tích treân toaøn maët phaúng phöùc) ze5

∫
=−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

63

2 1sin)(
iz

dz
iz

iz = iπ2 ],1sin)[(Re 2 i
iz

izs
−

+  

 
           4)(4)()2()( 222 −−+−=+−=+ iziiziiziz
 
Suy ra  

          
iz

iz
−

+
1sin)( 2 = ∑

∞

=
−−+

−

0
12)()!12(

)1(
n

n

n

izn
+∑

∞

= −+
−

0
2)()!12(

)1(4
n

n

n

izn
i +∑

∞

=
+−+

−−

0
12)()!12(

)1(4
n

n

n

izn
 

Nên  ],1sin)[(Re 2 i
iz

izs
−

+ = 
6
254

!3
1

−=−
−  

∫
=−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

63

2 1sin)(
iz

dz
iz

iz = iπ2 )
6
25(− +0 = 

3
25 iπ

−  

5.Aùp duïng thaëng dö tính tích phaân daïng  

Xeùt tích phaân ,   vôùi  R(sint, cost) laø haøm höõu tyû cuûa sint vaø cost. R t t d(sin ,cos )
0

2π
∫ t
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Ñaët    z = cost + isint 
 z = cost – isint 
 dz = (-sint + icost)dt = i(cost + isint)dt = izdt 
Khi  thì z chaïy treân ñöôøng troøn  π20 t⎯→⎯ z =1 ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà.   
 
Ta coù  

        

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−
=

−
=

−
=

+
=

+
=

+
=

iz
dzdt

iz2
1z

iz2
zzz

i2
zztsin

z2
1z

z2
zzz

2
zztcos

22

22

 

 

                             y 
 
 
 
                                1 

0 x 
            C 

 
Khi ñoù                                                                                                                     (6.7) 

[ ]∫ ∑∫
=

=⎟⎟
⎠

⎞⎛ +−π2 n22 dz1z1z
⎜⎜
⎝

=
=

π
0 1k

k
1z

a),z(fsRei2
izz2

,
iz2

Rdt)tcos,t(sinR   
  
 

Trong ñoù ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
=

z2
1z,

iz2
1zR

iz
1)z(f

22

; a1 , a2 , ..........an laø ñieåm baát thöôøng cuûa haøm 

f(z) thoûa |ak| < 1 vaø haøm f(z) khoâng coù ñieåm baát thöôøng naøo naèm treân ñöôøng troøn 
⎢z⎢= 1. 

Ví duï 6.7  Tính  tích phaân  I = ∫ +−

π2

0 tsincot23
dt  

Giaûi 

               Ñaët   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−
=

−
=

−
=

+
=

+
=

+
=

iz
dzdt

iz2
1z

iz2
zzz

i2
zztsin

z2
1z

z2
zzz

2
zztcos

22

22

 .  

I = ∫
−++−C
iz2

12z
z2

12z

iz
dz

.23
= ∫ −−+−C

2 i21iz6z)i21(
dz2 , C laø ñöôøng troøn 1z = . 

Haøm 
i21iz6z)i21(

2)z(f 2 −−+−
=  coù hai cöïc ñieåm laø z1 = 2-i vaø z2 = 

5
i2 − . Cöïc 

ñieåm z1 naèm beân ngoaøi C , z2 naèm beân trong C. 
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Suy ra I = [ ]2z),z(fsRei2π  = 2πi )z(f)zz(lim 2
2zz

−
→

=2πi 
)zz)(zz)(i21(

)zz(2
lim

12

2

2zz −−−
−

→
 

         = 2πi 
)zz)(i21(

2

12 −−
= 2πi ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

i2
1

 = π                                                                    

 

6. Aùp duïng thaëng dö tính tích phaân daïng:  P x)
Q x)

m

N

(
(

−∞

+∞

∫   

Trong ñoù  QN(x), Pm(x) laàn löôït laø caùc ña thöùc baâc N, m thoûa  N ≥ m + 2; phöông 
trình QN(x) = 0 coù caùc nghieäm ñôn thöïc b1, b2, ...., bs ; phöông trình QN(z) = 0 coù cacù 
nghieäm phöùc a1, a2, ..., an naèm trong nöûa maët phaúng treân ñoái vôùi truïc ox. Khi ñoù: 

         ∫ ∑ ∑
∞+

∞− = =
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n

k

s

k
b

zQ
zP

sia
zQ
zP

sidx
xQ
xP

TC k
N

m
k

N

m

N

m

1 1
,

)(
)(

Re,
)(
)(

Re2
)(
)(

ππ         (6.8) 

 Chuù yù: Kyù hieäu  duøng ñeå chæ giaù trò chính cuûa tích phaân suy roäng. ∫
+∞

∞−

TC

Ví duï 6.8   Tính  tích phaân  I = ∫
∞+

∞−
++− )2x2x)(1x(

dx
2  

Giaûi 

(z-1)(z2+2z +2) = 0 ⇔ z = 1∨ z = -1-i ∨ z = -1 +i. Loaïi nghieäm z = -1-i vì naèm phía 
döôùi truïc 0x. Ta coù 

I = 2πiRes ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

++−
i1,

)2z2z)(1z(
1

2 +πiRes ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−

1,
)2z2z)(1z(

1
2  

  = 2πi
)i1z)(1z(

1lim
i1z ++−+−→

 + πi
)2z2z(

1lim 21z +++→
 

  = 2πi ( ) )i2(i2
1
+−

 +πi
5
1  = 

5
2π−                                                                               

7. Aùp duïng thaëng dö tính tích phaân daïng 

             , m > 0. f x mxdx f x mxdx( ) cos , ( ) sin
−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫

Trong ñoù haøm f(x) laø moät phaân thöùc höõu tyû thoûa:  coù caùc cöïc ñieåm ñôn)(zf  b1, b2, 
...., bs treân truïc thöïc vaø caùc cöïc ñieåm a1, a2, ....., an naèm trong nöûa maët phaúng treân ñoái 
vôùi truïc 0x; . Khi ñoù: lim ( )

z
zf z

→∞
= 0
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∑
=

s

1k
kb,e)z(fsRei imzπ

              TC = ∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−
+ mxdxsin)x(fimxdxcos)x(f

            =  + ]            (6.9) [ ]∑
=

n

1k
ka,e)z(fsRei2 imzπ [

 

 Ví duï 6.9   Tính caùc tích phaân :  I = ∫
∞+

∞− +16
2

2x
xdxcos     ,  J = ∫

∞+

∞− +16
2

2x
xdxsin  

Giaûi 

f(x) = 
16x

1
2 +

, m = 2 , haøm f(z) = 
16z

1
2 +

 coù hai cöïc  ñieåm caáp 1 laø z = 4i vaø            

z = -4i; trong ñoù chæ coù ñieåm 4i ôû phía treân truïc 0x. 

I + i J = ∫
∞+

∞− +16
2

2x
xdxcos   + i ∫

∞+

∞− +16
2

2x
xdxsin  = 2πi Res ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
i4,

16z
e
2

iz2
  = 2πi

)i4z(
elim

iz2

i4z +→
 

           = 2πi 
i8

e
2i8

 = π
4

e 8−
. 

Suy ra   I = π
4

e 8−
 , J = 0.                                                                                            

BAØI TAÄP  
Baøi 6.1  Tính thaëng dö cuûa caùc haøm soá sau ñaây taïi caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa 
chuùng. 

1) f(z) = e
z

z2

21( )−
 

2) f(z) = z
z z( )( )

  
+ +1 2

3) f(z) = z z
z
− sin

3    

4) f(z) = (z - 3) sin 1
2z +

  

5) f(z) = z ze
1

 

6) f(z) = cos
z
1  

 

7) f(z) = 
)z(z 3

1
2 −

  

8) f(z) = z2 e z
1

  

9) f(z) = 21

1

)z(z −
 

10) f(z) = 
212

1

)z( +
 

11) f(z) = 53
1

zz −
 

12) f(z) = sin
z
1 e z

1
 

 

Baøi 6.2  AÙp duïng thaëng dö tính caùc tích phaân : 
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1) ez

zc 2 2
2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫
π

;   C : |z - i| = 4  2) ezt

zc
dz

2 1
2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫ ; t > 0, C : |z| = 3 

3) sin cos
( )( )
π πz z
z z

dz
c

2 2

1 3
+

− −∫  ; C : |z| = 2 4) 
( )∫ +c z

dzzte
41

 ; C : |z| = 3 

5) zdz
z zC ( )( )− +∫ 1 1 2

 ; C : |z - 2| = 4              6) cos2
3

tzdz
z

c
∫ ; C : |z| = 1, t > 0. 

7) z dz
z zC

2

2 1 3( )( )+ +∫ 2
 ; C : |z | = 2                 8) 

sin πz

z
dz

C

4
12 −∫ ,  C: x2+ y2- 2x = 0 

9) z dz
z

c

2

2 4+∫  ; C laø bieân cuûa hình khoâng vuoâng coù caùc ñænh laø : ± 2, ± 2 + 4i 

Baøi 6.3   Tính caùc tích phaân  

 ,  C :  z  = 3          2) dz
4)z(z2)(z

52z
222

2

∫ ++

+   , C :  2i-z  = 6 1) ∫ ++C
22

zt

2)2z(zz
dze

3) dz
4)z(z2)(z

52z

C
222

2

∫ ++

+  , C laø chu vi hình vuoâng coù caùc ñænh laø 1+i , 2+i, 2+2i , 1+2i. 

4) dz
1)-z(z

z 3sin2

C
2∫

+ π        , C laø chu vi hình vuoâng coù caùc ñænh laø 3+3i, 3-3i ,-3+3i,-3-3i 

5) ∫ −+C )z)(z(
dze 

z

13
     , vôùi  C laø ñöôøng troøn | z - i| = 2. 

Baøi 6.4   Tính caùc tích phaân sau ( aùp duïng thaëng dö) 

                    2) dt
t t3 2

0

2

− +∫ cos sin

π
      3) ∫ +

π2

0 4cost5
dt    1) ∫ −

2π

0
23sint)(5

dt

4) ∫
2π

0

dt
3cost-5

sin3t                      5) ∫ ++

π2

0
32 tsintcos

dt               6) ∫ ++

π2

0
1tsin7tcos2

dt  

Baøi 6.5   AÙp duïng thaëng dö tính caùc tích phaân suy roäng sau : 

1) ∫
∞+

∞− +++ )xx()x(
dx

221 222        2) ∫
+∞

+0
4 1x
dx              3) x dx

x x

2

2 21 4
0

( )(+ + )

+∞

∫  

4) cos2
1

0
2

xdx
x +

+∞

∫           5) ∫
∞+

+0 1
sin
4 dx

x
xx   6) x xdx

x x
cos

( )(
2
4 12 + −

−∞
)

+∞

∫  

7) ∫
∞+

∞− −+ )x)(x(
xdxsin

14
3

2                     8) sin
( )

xdx
x x x1

0
2 4+ +

+∞

∫        9) ∫
+∞

+0
2x
dx

9
 

Hàm biến phức và Phép biến đổi Laplace………………………………………………………Trang  70 



  
 

Baøi 6.6  a) Khai trieån haøm f(z) = 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+1z
1

e  thaønh chuoãi Laurent quanh ñieåm baát 
thöôøng coâ laäp    zo = -1 .  

b) Tính  tích phaân sau : A =  dz 
C

1z
1

e∫
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+ , vôùi  C laø ñöôøng troøn | z | = 3. 

Baøi 6.7  AÙp duïng thaëng dö tính caùc tích phaân 

a) dzez z3∫  ,  C : 
C

1

 1-z  = 4 

b) I  = ∫
C

dz
z

sinz 2 1  , vôùi  C laø ñöôøng 

troøn | z | = 1. 
 

c) dz 
z
1sine

C

z
1

∫       C :  z  = 1 

d) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

C
dz

z
cosz 3 1    , vôùi  C laø ñöôøng troøn 

| z | = 1. 

Baøi 6.8  AÙp duïng thaëng dö tính caùc tích phaân 

a)  ∫
∞+

∞− + )x(x
sin

9
xdx2

2                  

b) ∫
∞+

+0 162x
xdxcos                     

 

c)  ∫
∞+

∞− + )4(
sin

2xx
xdx    

d)  ∫
∞+

∞− +− )x)(x(
xdxsin

91
2

2  

 

Baøi 6.9  Khai trieån Laurent haøm  
z

zzf 1)( cos3=   quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp   z = 0. 

Tính tích phaân ∫
=−

=
62

3 1cos
iz

dz
z

zI .  

Baøi 6.10  Khai trieån Laurent haøm  
z

zzf 1)( sin6=   quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp   z = 0. 

Tính tích phaân ∫
=−

+=
32

65 )1( sin
zi

iz dz
z

zeI . 

Baøi 6.11  Khai trieån Laurent haøm  
iz

izzf
−

−=
1)()( cos5   quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp 

. Tính tích phaân iz = ∫
=−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

83

53   
i-z

1cosi)-(z
iz

iz dzeI .  

Baøi 6.12  Khai trieån Laurent haøm  
1

1)1()( sin4

−
−=

z
zzf   quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp    

z = 1. Tính tích phaân ∫
=−

−

−
−+=

32

46 )
1

1)1(( sin
zi

iz dz
z

zeI . 

Baøi 6.13  Tính caùc tích phaân :  I =                      J =                               dzez
iz

z∫
=+ 85

1
3 2 dz

z
z

iz 1
1cos)1(

5

4

−
−∫

=−
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Chöông 7  
 

PHEÙP BIEÁN ÑOÅI LAPLACE VAØ ÖÙNG DUÏNG 
Sau khi hoïc xong chöông naøy, baïn coù theå: 

♦ Hieåu ñöôïc khaùi nieäm haøm goác, haøm aûnh, bieán ñoåi Laplace, pheùp bieán ñoåi 
Laplace ngöôïc. 

♦ Hieåu vaø öùng duïng ñöôïc caùc tính chaát cuûa pheùp bieán ñoåi Laplace. 

♦ Hieåu khaùi nieäm tích chaäp vaø bieát caùch tìm aûnh cuûa tích chaäp, tìm goác nhôø tích 
chaäp. 

♦ Bieát caùch tìm haøm goác vaø ñaùnh giaù ñöôïc caùch naøo toát nhaát khi coù nhieàu caùch 
tìm.  

♦ Thöïc hieän ñöôïc pheùp bieán ñoåi Laplace, pheùp bieán ñoåi Laplace ngöôïc. 

♦ ÖÙng duïng ñöôïc pheùp bieán ñoåi Laplace ñeå giaûi: phöông trình vi phaân, heä 
phöông trình vi phaân, phöông trình tích phaân, phöông trình vi tích phaân. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

§1. PHEÙP BIEÁN ÑOÅI LAPLACE 
1.Haøm goác   
Haøm goác laø haøm phöùc bieán thöïc )()()( tivtutf += , thoûa maõn 3 ñieàu kieän sau: 

(i) )(tf  lieân tuïc hay lieân tuïc töøng khuùc treân toaøn truïc t (nhöõng ñieåm giaùn 
ñoaïn(neáu coù )  thuoäc loaïi 1). 

(ii) )(tf  = 0  khi t < 0. 

(iii) )(tf  coù baäc muõ. Töùc laø, toàn taïi caùc soá  M > 0, s ≥ 0  sao cho  ∀t > 0  thì          
| f(t) | ≤ Mest 

Soá s0 ≥ 0 sao cho baát ñaúng thöùc (iii) thoûa ∀s = s0 + ε (ε > 0) vaø khoâng thoûa vôùi 
ε−= oss   (s0-  caän döôùi chính xaùc cuûa s) ñöôïc goïi laø chæ soá taêng cuûa haøm . )(tf

Haøm goác  khi t  + ∞ roõ raøng hoaëc laø höõu haïn hoaëc | f(t) | taêng ra +∞ nhöng 
khoâng nhanh hôn haøm muõ . 

)(tf
ts0e

Ví duï 7.1 

a) Haøm baäc thang ñôn vò ( unit step function, Heavisite’s  unit  function):   

                                                 u(t) :=   
⎩
⎨
⎧

>
<

0     1
0         0

tkhi
tkhi

laø haøm goác vôùi chæ soá taêng so = 0.  Ñoà thò cuûa haøm baäc thang ñôn vò ñöôïc veõ trong 
hình 7.1. 
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                                 u(t)       
 

 

                              1 
 

0 t 

                     Hình 7.1 

b) Haøm f(t) =  = u(t)sint  laø haøm goác vôùi chæ soá taêng so = 0. 
⎩
⎨
⎧

>
<

0     sin
0         0

tkhit
tkhi

c) Haøm f(t) = 
⎩
⎨
⎧

>
<

0t khie
0t      khi0

tα   =  u(t)eαt   laø haøm goác vôùi chæ soá taêng so = α.       

d)  Haøm baäc thang ñôn vò treã a ñôn vò thôøi gian: u(t -a) := 
⎩
⎨
⎧

>
〈

at   khi1
at   khi  0

 laø haøm 

goác vôùi chæ soá taêng so = 0. Ñoà thò cuûa haøm baäc thang ñôn treã a ñôn vò thôøi gian vò 
ñöôïc veõ trong hình 7.2. 

                                  u(t-a)            

 

 

                              1 

 

0           a                                             t 

                     Hình 7. 2 

d) Haøm loïc:  uab(t) = u(t-a) – u(t-b) = 
>∨
<<

bt
bta

  , ñoà thò laø hình 7.3. 
⎩
⎨
⎧

< atkhi
khi

0
1

                                   uab (t)            
 

 

                              1 

 

0           a                b                            t 

                     Hình7.3                                                                
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Haøm naøy goïi laø haøm loïc vì khi nhaân moät haøm g(t) baát kyø vôùi noù, töùc laø g(t)[u(t-
a)-u(t-b)], thì haøm g(t) seõ bò khöû maát ngoaøi baêng thoâng  a < t < b vaø giöõ nguyeân 
daïng trong baêng thoâng ñoù.                                                                       

Qui öôùc veà caùch vieát   
♦ Haøm  u(t)            ⎯⎯⎯ laø    1 ⎯⎯⎯⎯ →⎯ goïn   vieát   ñöôïc

♦ Haøm  u(t)sint      ⎯⎯⎯  sint ⎯⎯⎯⎯ →⎯ laø   goïn   vieát   ñöôïc

♦ Haøm  u(t) eαt       ⎯⎯⎯  eαt ⎯⎯⎯⎯ →⎯ laø   goïn   vieát   ñöôïc

M 
♦ Haøm  u(t)g(t)      ⎯⎯⎯  g(t) ⎯⎯⎯⎯ →⎯ laø   goïn   vieát   ñöôïc

2. Haøm aûnh  Haøm aûnh cuûa haøm f(t) laø haøm F(p) cuûa bieán soá phöùc p = s + iσ  xaùc 

ñònh bôûi tích phaân Laplace F(p) :=  =  L [f(t)]  e f t dtpt−
+∞
∫ ( )
0

∫ −

+∞→

a
dttfe pt

a
0

)(lim
 hieäukyù
=

Ví duï 7.2 
a) Haøm aûnh cuûa haøm f(t) = 1  laø haøm:  

      F(p) =   =   = ∫
∞+

−

0
dte pt ∫ −

+∞→

a

0
dtelim pt

a

a

0

pt

a p
elim

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−

+∞→
  

              =  
p

1elim
pa

a −
−−

+∞→
 = 

p
1       ( vôùi Rep > 0) 

b) Haøm aûnh cuûa haøm f(t) = eαt  laø haøm:  

     F(p) =  =   =  ∫
∞+

α−

0
dte.e tpt ∫ −α

+∞→

a

0
dtelim t)p(

a

a

0

t)p(

a p
elim

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−α

−α

+∞→
  

             =  
p

1elim
a)p(

a −α
−−α

+∞→
 = 

α−p
1       ( vôùi Rep > α) 

c) Haøm aûnh cuûa haøm f(t) = cost  laø haøm:  

     F(p) =  =  =∫
∞+

−

0
tdtcos.e pt ∫ −

+∞→

a

0
tdtcoselim pt

a

a

0
2

pt

a p1
)tcospt(sinelim
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−−

+∞→
 

             = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+−−

+∞→ 2

pa

a p1
p)acospa(sinelim   = 

2p1
p
+

  ( vôùi Rep > 0) 

d)  Töông töï haøm aûnh cuûa haøm f(t) = sint  laø haøm:  

      F(p) = = ∫
∞+

−

0
tdtsin.e pt

2p1
1
+

  ( vôùi Rep > 0)                                                     

3.Ñònh lyù 7.1  Neáu  haøm goác vôùi chæ soá taêng s0 thì haøm aûnh F(p) seõ hoäi tuï trong 
nöûa maët phaúng Re(p) = s > s0, vaø laø haøm giaûi tích (coù ñaïo haøm)trong mieàn ñoù. 

)(tf
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4- Ñònh lyù 7.2  ( ñieàu kieän caàn cuûa haøm aûnh) 

 Neáu F(p) laø haøm aûnh cuûa haøm f(t) vôùi chæ soá taêng s0 thì . lim ( )
p

F p
→∞

= 0

Ví duï 7.3 Cho haøm  F(p) =
1p
1p

2

2

+
− . Hoûi coù toàn taïi haøm goác f(t) sao cho                F(p)= 

L [f(t)]  hay khoâng? 
Giaûi 

Vì  01
1p
1plim 2

2

p
≠=

+
−

∞→
 , neân khoâng toàn taïi haøm goác f(t)  sao cho F(p)= L [f(t)] .  

5. Pheùp bieán ñoåi Laplace 

5.1- Pheùp bieán ñoåi Laplace 

Pheùp töông öùng  

    f(t) → F(p) =   e f t dpt−
+∞
∫ ( )
0

t

ñöôïc goïi laø pheùp bieán ñoåi Laplace hay 
toaùn töû Laplace.  

Kyù hieäu:  

L [f(t)] = F(p) ; L {f(t)} = F(p) ;  

f(t) →  F(p) ;  f(t) N F[p] 
 

5.2- Pheùp bieán ñoåi Laplace ngöôïc 

Pheùp töông öùng  ngöôïc laïi   

F(p) → f(t)  sao cho L [f(t)] = F(p)  
ñöôïc goïi laø pheùp bieán ñoåi Laplace 
ngöôïc . 

Kyù hieäu: L -1[ F(p)] = f(t) ; L -1{ F(p)} 
= f(t); F(p) → f(t),  F(p) ≒ f(t) 

 

  Nhaän xeùt  Moãi bieán ñoåi Laplace luoân coù bieán ñoåi Laplace ngöôïc töông öùng vaø 
ngöôïc laïi. 

 Ví du 7.4  (xem laïi ví duï 7.2) 

a) L [1] = 
p
1 ;      L -1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
p
1 =  1                          ( vôùi Rep > 0) 

b) L [eαt] = 
α−p

1 ;  L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α−p

1 = eαt             ( vôùi Rep > α) 

c) L [cost] = 2p1
p
+

;  L -1
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ 2p1
p = cost       ( vôùi Rep > 0) 

d) L [sint] = 2p1
1
+

; L -1
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ 2p1
1 = sint         ( vôùi Rep > 0) 
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e) L [t] =   =   =  ∫
∞+

−

0
tdte pt ∫ −

+∞→

a

0
tdtelim pt

a

a

0
2

pt

a p
)1pt(elim
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +− −

+∞→
  

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

+− −

+∞→ 22

pa

a p
1

p
)1pa(elim  = 2p

1       ( vôùi Rep > 0).  Do ñoù L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2p

1 = t . 

f)  L [u(t-a)] =   = =   = ∫
∞+

−−

0
dt)at(ue pt ∫

∞+
−

a
dte pt ∫ −

+∞→

b

a
dtelim pt

b

b

a

pt

b p
elim ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−

+∞→
  

              =  
p
eelim

papb

b −
− −−

+∞→
 = 

p
e pa−

      ( vôùi Rep > 0)                                          

5.3- Ñònh lyù Mellin  Giaû söû  laø haøm aûnh cuûa haøm goác  vôùi chæ soá taêng so. 
Khi ñoù taïi moïi ñieåm t maø haøm  lieân tuïc ta coù  

)( pF )(tf
)(tf

∫
∞+

∞−

=
ia

ia

pt dppFe
i

tf )(
2
1)(
π ∫

+

−
∞→

=
iba

iba

pt

b
dppFe

i
)(lim

2
1
π

 

ôû ñaây  tích phaân ñöôïc laáy theo ñöôøng thaúng tuøy yù osap >=Re . 

6 - Caùc tính chaát cô baûn cuûa pheùp bieán ñoåi laplace 
6 .1 Tính chaát tuyeán tính 

Neáu    [ ] [ ] phöùcsoá caùclaø ,  vaø)p(G)t(g),p(F)t(f βα== LL  

thì      L [αf(t) +β g(t)] = αF(p) +β G(p), L -1[αF(p) +β G(p)] = αf(t) +β g(t) 

Chöùng minh 

L [αf(t) +β g(t)] = = + β  ∫
∞+

+−

0
dt)]t(g )t(f [e pt βα ∫

∞+
−

0
dt)t(f e ptα ∫

∞+
−

0
dt)t(g e pt

 = α L [f(t)] + β L [g(t)] = αF(p) +β G(p ).                                                           ª 

Ví duï 7.5   

a) L [5– 3e2t + 4sint] = 5L [1] -3 L [e2t] +4 L [sint] = 
2p

3
p
5

−
 - + 4 2p1

1
+

 

b) L [shwt] = L ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ − −

2
ee wtwt

 = 
2
1 ( L [ewt] - L [e-wt] ) = 

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
− wp

1
wp

1  

                     = 22 wp
w
−

 ,  vôùi Rep > ⎢w⎢. 

c) Töông töï L [chwt] = 22 wp
p
−

, vôùi Rep > ⎢w⎢. 
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d) Aûnh  cuûa haøm loïc : L [uab(t) ] = L [u(t-a)] - L [u(t-b)] =  
p

ee pbpa −− − .                   

6 .2 Tính chaát ñoàng daïng  ( thay ñoåi thang ño)   

Neáu [ ] 0  vaø  )p(F)t(f >= αL  thì  L [f(αt)] = 1
α α

F p( )   ,  L -1[ F(αp)] = )
α
tf(

α
1  

Chöùng minh 

L [f(αt)] = = ∫
∞+

−

0
dt)t(f e pt α

α
1
∫
∞+ −

0
du)u(f e

up
α = 1

α α
F p( ) .                                    ª 

Ví duï 7.6 

a) Bieát L [sint] = 
1p

1
2 +

. Khi ñoù L [sinwt] = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

2

w

p1

1
w
1 = 22 wp

w
+

 

b)  Bieát L [cost] = 
1p

p
2 +

. Khi ñoù L [coswt] = 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

2

w

p1

w
p

w
1 = 22 wp

p
+

            

6 .3 Tính chaát dòch chuyeån goác       

Neáu [ ] )p(F)t(f =L  vaø a > 0  thì L [u(t-a)f(t-a )]= e F(p); pa−

                                         L -1[e F(p)]= u(t-a)f(t-a). pa−

Chuù yù : u(t -a) =  
⎩
⎨
⎧

>
<

atkhi
tkhi

   1
a         0

Chöùng minh 

L [u(t-a)f(t-a )] = =  ∫
∞+

−−−

0
dt)at(u)at(f e pt ∫

∞+
−−

a
dt)at(f e pt

                           =  =         ( ñaët u = t – a) ∫
∞+

+−

0
du)u(f e )au(p ∫

∞+
−−

0
du)u(f ee pupa

   =  = e-paF(p).                                                     ª ∫
∞+

−−

0
du)u(f ee pupa

Ví duï 7.7  

Hàm biến phức và Phép biến đổi Laplace………………………………………………….……Trang 77 



  

a) Bieát L [sinwt] = 22 wp
w
+

 . Khi ñoù L [u(t-2)sin(w(t-2))] = e p2−
22 wp

w
+

. 

b) Bieát L [t] = 2p
1 .  Khi ñoù L -1[ pe−

2p
1 ] = u(t-1)(t-1).                                       

6.4-Tính chaát dòch chuyeån aûnh  

Neáu   [ ] )p(F)t(f =L ,   f(t) coù chæ soá taêng so ,   a laø soá phöùc  

thì    L = F(p-a),  L -1 ,  vôùi Re(p-a) > so. ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ )t(feat [ ] )()( tfapF eat=−

Chöùng minh 

L = =  = F(p-a) ,  vôùi Re(p-a) > so.     ª ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ )t(feat ∫

∞+
−

0
dt)t(fe e atpt ∫

∞+
−−

0
dt)t(f e t)ap(

Ví duï 7.8 

a) Bieát  L [t] = 2p
1 . Khi ñoù L [eαt ] = t 2)p(

1
α−

. 

b) Bieát L [sinwt] = 22 wp
w
+

 . Khi ñoù L [ eαt sinwt] = 22 w)p(
w
+α−

. 

c) Bieát L [coswt] = 22 wp
p
+

 . Khi ñoù L [ eαt coswt] = 22 w)p(
p

+α−

α− . 

d) L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+
13p4p

4p
2 = L -1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−
+

+−
−

2222 3)2p(
3.2

3)2p(
2p = e2tcos3t + 2e2tsin3t. 

                                                                                                                     
6.5 AÛnh cuûa haøm goác tuaàn hoaøn 

Ñoà thò haøm tuaàn hoaøn f(t) ñöôïc bieåu dieãn trong hình 7.4. 
               f(t)  

             
Hình 7.4 

 

Neáu f(t) laø haøm goác tuaàn hoaøn vôùi chu kyø T thì aûnh cuûa noù laø  
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                F(p)  = L [f(t)] = 1

1 0− −
−∫Tp

pt f t dt
e

e
T

( )  

Chöùng minh 

L [f(t)] =  = + +…… ∫
∞+

−

0
dt)t(f e pt ∫ −

T

0
dt)t(f e pt ∫ −

T2

T
dt)t(f e pt

Trong caùc tích phaân sau ta laàn löôït ñoåi bieán t = u+T, t = u + 2T…..  , ta ñöôïc  

L [f(t)] = +e-PT + e-2PT +…. ∫ −
T

0
dt)t(f e pt ∫ −

T

0
du)u(f e pu ∫ −

T

0
du)u(f e pu

             =  +e-PT + e-2PT +… ∫ −
T

0
dt)t(f e pt ∫ −

T

0
dt)t(f e pt ∫ −

T

0
dt)t(f e pt

             = (1+ e-PT + e-2PT +…………) =  ∫ −
T

0
dt)t(f e pt 1

1 0− −
−∫Tp

pt f t dt
e

e
T

( ) .              ª 

Ví duï 7.9 

Tìm aûnh cuûa haøm goác f(t) = , f(t) tuaàn hoaøn chu kyø laø 2π.  
⎩
⎨
⎧

<<
<≤
ππ
π

2t neáu  0
t0 neáu  t

 
                                 f(t) 
 
 
                            π 
 
 
 
                            0                 π             2π              3π             4π             5π          t 

Giaûi 

L [f(t)] =  dt)t(fe
pt

e1

1 2

0p2
∫ −

− −

π

π
  =  tdte

pt

e1

1

0p2
∫ −

− −

π

π
 

= 
e1

1
p2π−−

π

0
2

pt

p
)1pt(e
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +− −

= 
e1

1
p2π−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−

2

p

2 p
)1(pe

p
1 ππ

                               

6.6.Tính chaát ñaïo haøm haøm goác  

Neáu haøm goác f(t) coù ñaïo haøm ñeán caáp  n  vaø caùc ñaïo haøm cuõng laø haøm goác thì: 

          L [f’(t)] = pF(p) - f(0)  
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          L [f’’(t)] = p2F(p) - pf(0) - f’(0)  

        L [ f(n)(t)] = pnF(p) - pn-1f(0) - pn-2f’(0) - ........ - f(n - 1)(0) 

  Trong ñoù  F(p) = L [f(t)] .   

Chöùng minh 

Aùp duïng tích phaân töøng phaàn,  ta coù  

L [f’(t)] = =  [ ] + p = pF(p) – f(0). ∫
∞+

−

0
dt)t('f e pt ∞−

0
pte)t(f ∫

∞+
−

0
dt)t(f e pt

L [f’’(t)] = p L [f’(t)]  - f’(0) = p[pF(p) – f(0)]-f’(0) = p2F(p) – pf(0) – f’(0)       ª 

Ví duï 7.10   Giaûi phöông trình vi phaân: .1)0(y,1)0(y,tyy =′==−′′  

 Ñaët = L [y] . Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc: )P(YY =

 

222
2

2
2

p
1

1P
1

1P
1Y

P
11P)1P(Y

P
1Y)0(y)0(PyYP

−
−

+
−

=⇔++=−⇔

=−′−−
 

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá: 

[ ]

.tshtey
P
1

1P
1

1P
1Yy

t

2
1

2
111

−+=⇔

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
== −−−− LLLL

 

Vaäy nghieäm cuûa phöông trình ñaõ cho laø:                                       .tshtey t −+=

6.7. Tính chaát ñaïo haøm haøm aûnh ( nhaân cho t) 

Neáu F(p) = L [f(t)] vaø Re(p) > s0   

thì L [t f(t)] = -F’(p) ,  L [t2f(t)]= F’’(p)…....L [tnf(t)]= (-1)n F(n)(p) , Re(p) > s0. 

Ví duï 7.11  Tìm :  a) L [tsinwt]                                      b) L [tn] 

a) Ta coù L [sinwt] = 22 wp
w
+

⇒ L [tsinwt] = -
'

wp
w

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

 = 222 )wp(
pw2
+

 

b) L [1] = 
p
1
⇒ L [tn] = L [tn.1] = (-1)n

)n(

p
1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ = 1np
!n
+

                                          

6.8. Tính chaát tích phaân haøm goác  Neáu [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>
=

0s)pRe(
)p(F)t(fL , thì 

p
)p(Ft

0
du)u(f =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
∫L  
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6.9. Tính chaát tích phaân haøm aûnh (chia cho t)   

Neáu L [f(t)] = F(p), Re(p) > s0 vaø tích phaân du  hoäi tuï trong nöûa maët phaúng   

Re(p) > s1 > s0  thì  

∫
∞

p
)u(F

∫
∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

p t
)t(fdu)u(F L , Rep > s1 > s0 

Ví duï 7.12   Tìm :   a)   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

t
tsinL           b) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫
t

0

du
u

usinL  

Giaûi 

a) Ta coù L [sint] = 
1p

1
2 +

⇒ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

t
tsinL = ∫

∞
=

+p
du

1u
1

2 arctgp
2
−

π  

b) Theo tính chaát tích phaân haøm goác ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫
t

0

du
u

usinL  = 
p
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − arctgp

2
π                  

 

Ví duï 7.13   Tìm aûnh cuûa haøm goác: +−−= )cos()()( ππ ttutf  5t2 sint +  udu
t

e u 5cos
0

2∫ −

Giaûi 

Aùp duïng tính chaát tuyeán tính, dòch chuyeån goác, ñaïo haøm aûnh, tích phaân goác 

L [f(t)] =  πpe−

12 +p
p + 5

'

22 )1(
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+p
p + .1

p
 L [ ] te t 5cos2−

            =  πpe−

12 +p
p + 10 32

2

)1(
31
+

−
p

p +
25)2(

2.1
2 ++
+

p
p

p
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§2. TÍCH CHAÄP VAØ AÛNH CUÛA TÍCH CHAÄP 
 
1.  Tích chaäp 

 Ñònh nghóa  Tích chaäp cuûa hai haøm phöùc bieán thöïc  f(t) vaø g(t), 0 ≤ t < ∞ ;  kyù hieäu   

laø  f * g ñöôïc ñònh nghóa bôûi: (f * g)(t) = . du)ut(g).(f
t

0
∫ −u

Ví duï 7.14 

a) 1*t = du)t − u  = (
t

0
∫ 2

t2
. 

b) et*1 = due = et – 1 
t

0
∫ u

c) sint*1 = duusin  = 1-cost 
t

0
∫

d) t*sint = udusin = t -  = t(1-cost) – ( sint – tcost) )t(
t

0
∫ − u ∫

t

0

udusin ∫
t

0

udusinu

               = t - sint                                                                                                       
 Caùc tính chaát 

(i) Giao hoaùn: f ∗ g = g ∗ f 

(ii) Keát hôïp: (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) = f*g*h  

(iii) Phaân phoái ñoái vôùi pheùp coäng: f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h 

(iv) (kf)*g = k(f*g) , vôùi k laø haèng soá. 

(v) |f ∗ g | ≤ | f | ∗| g | 

(vi) Neáu f(t) vaø g(t) lieân tuïc trong 0 ≤ t < ∞ thì f ∗ g cuõng lieân tuïc. 

(vii) Neáu  f(t)  laø haøm goác vôùi chæ soá taêng  s1 vaø  g(t) laø haøm goác vôùi chæ soá taêng  
s2  thì (f ∗ g)(t) laø haøm goác vôùi chæ soá taêng laø max{s1 , s2}. 

2 - Aûnh cuûa tích chaäp 

2.1 - Ñònh lyù Borel     

Neáu [ ]
[ ] ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>=
>=

1

2

s)pRe(),p(G)t(g
s)pRe(),p(F)t(f

L
L   thì 

{ }
⎩
⎨
⎧

=

>=

g*f)]p(G).p(F
s,smaxRe(p)),p(G).p(F]g*f[

[1-
21

L
L

 

Ví duï 7.15 

a) Tìm aûnh cuûa haøm goác: +−−= )sin()()( ππ ttutf  e-3t *sin6t +  udu
t

e u 5cos
0

2∫ −
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b)Tìm aûnh cuûa haøm goác :  f(t) = 5  +  t sh2t  + e-2tcos3t + . ∫ −
t

u duute
0

3 )sin(

c) Tìm goác cuûa haøm aûnh: F(p) = 
)1p(p

1
23 +

 

                                                                           Giaûi 
a) Aùp duïng tính chaát tuyeán tính, tính chaát dòch chuyeån goác, ñònh lyù Borel, tính chaát 
tích phaân goác 

[ ] =)(tfL πpe
p

−

+1
1

2 + [ ]te 3−L [ ]+t6sinL
p
1 [ ]te t 5cos2−L  

              = πpe
p

−

+1
1

2 +
3

1
+p

.
36

6
2 +p

+
p
1 .

25)2(
2

2 ++
+

p
p  

b) Aùp duïng tích chaäp ta ñöôïc:   ( ) tsin*et3coset2tsh5tf t3t2 +++= −

Aùp duïng tính chaát tuyeán tính, aùp duïng baûng vaø ñònh lyù Borel ta ñöôïc :  

L ( )[ ]
( ) ( ) 1P

1
3P

1
92P

2P

4P

P4
P
5tf 2222 +

⋅
−

+
++

+
+

−
+=  

c)  Aùp duïng baûng vaø ñònh lyù Borel ta ñöôïc :  

 L -1 [F(p)] =  L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ )1p(p

1
23  = L -1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ )1p(

1.
p
1.

p
1

22  =1* t * sint = 1*(t*sint)  

= 1* (t–sint) = 1*t – 1*sint = 
2
t 2

 - (1- cost) = 
2
t 2

 - 1 + cost  ( xem laïi ví duï 7.13) 

                                                                                                                                   
Ví duï 7.16   
a) Aùp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình tích phaân sau 

∫ −+=
t

t duutuyety
0

3 )(2cos)(212)(  

b) Aùp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình tích phaân sau 

y(t) = 2+  du
t

0
).u(y)utsin(∫ −

Giaûi 
a) Aùp duïng tích chaäp, phöông trình ñöôïc vieát laïi 

ttyety t 2cos*)(212)( 3 +=  
Ñaët Y = Y(p) = L [y(t)] bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình, aùp duïng tính chaát tuyeán tính 
vaø ñònh lyù Borel  ta ñöôïc  

Y = 
3

12
−p

+ 2L [y(t)] L [cos2t] ⇔  Y = 
3

12
−p

+2Y
42 +p

p  
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Giaûi phöông trình vôùi Y laø aån ta ñöôïc 

Y = 
)3)1)((3(

)4(12
2

2

+−−
+

pp
p

=
3)1(
3)1(

3 2 +−
+−

+
− p

CpB
p

A  

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm  

      = =)(ty ][1 Y−L ]
3)1(

3
3)1(

1
3

[ 22
1

+−
+

+−
−

+
−

−

p
C

p
pB

p
AL  

⇔ )(ty = tAe3 tCetBe tt 3sin3cos ++  
Tìm  döïa vaøo ñaúng thöùc CBA ,,

)3)1)((3(
)4(12
2

2

+−−
+

pp
p =

3)1(
3)1(

3 2 +−
+−

+
− p

CpB
p

A  

Cho : 0=p +
−

=−
3

4 A
4

3 BC −  

Cho : 1=p +
−

=−
2

10 A
3
3C  

=A
7

157
)3)13((

)43(12
2

2

=
+−
+ , 

84
97−

=B , 
14

317
=C  

 

b) Phöông trình töông ñöông vôùi  :  y(t) = 2 + sint* y(t) 
Ñaët Y = Y(p) = L [y(t)] bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc 

 Y = 
p
2 + L [sint] L [y(t)] ⇔ Y = 

p
2 +

1p
Y

2 +
⇔ Y = 33

2

p
2

p
2

p
)1p(2

+=
+  

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc : y(t) = L -1[Y] = 2 + t2                            

2.2 . Coâng thöùc Duhamel 

Neáu L [f(t)] = F(p), L [g(t)]= G(p) thì 

             L [f(0)g(t) + f’∗ g] = pF(p) G(p). 

              L [g(0)f(t) + f∗ g’] = pF(p) G(p). 

Ví duï 7.17 

Aùp duïng coâng thöùc Duhamel tìm goác cuûa haøm  H(p) =
)wp)(p(

pw
22 +− α

 

Giaûi 

Ñaët   f(t) = sinwt ,  L [f(t) ] = L [ sinwt ] =  22 wp
w
+

, f(0) = 0 , f’(t) = wcowt 

         g(t) = eαt ,  L [g(t) ] = L [ eαt ] =  
α−p

1  

Hàm biến phức và Phép biến đổi Laplace………………………………………………….……Trang 84 



  

H(p) = 
)wp)(p(

pw
22 +− α

= 
α−+ p

1.
wp

w.p 22  =  pF(p).G(p) 

⇒ L-1[H(p)] = f(0)g(t) + f’∗ g =  f’∗ g = w  ∫ −
t

0

)ut(α due.wucos

       = w  =∫
t

0

utα due.wucos.e α-
22

t2

w
)wtcose(wwtsinw

α
α α

+
−+ .                              

3- Moät soá caùch tìm haøm goác 

3.1 Tìm goác nhôø baûng ñoái chieáu Goác- AÛnh vaø caùc tính chaát cô baûn. 

Ví duï 7.18  Tìm goác  cuûa caùc haøm aûnh 

a) F(p) = 
5p4p

2p
2 −−

−  b) F(p) = 
8p4p

8p
2 ++

+  

Giaûi 

a) F(p) = 
5p4p

2p
2 −−

− = 22 3)2p(
2p
−−

− ⇒  L -1[F(p)] = e2tch3t. 

b) F(p) = 
8p4p

8p
2 ++

+ = 2222 2)2p(
2.3

2)2p(
2p

++
+

++
+  

             L -1[F(p)]= e-2tcos2t + 3e-2tcos2t                                                              ⇒

3.2-Tìm goác nhôø ñònh lyù Borel vaø coâng thöùc Duhamel  

 Neáu bieát L [f(t)]= F(p) vaø L [g(t)]= G(p) thì coù theå tìm goác cuûa F(p)G(p), pF(p)G(p) 
nhôø tích chaäp. 

Ví duï 7.19  L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− )1p(p

1
2 = L -1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2p

1  L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−1p
1 = t * et = et-t – 1                     

3.3-Tìm goác nhôø thaëng dö 
   
            

 

trong ñoù  p1, p2 ,..…....., pn laø taát caû caùc ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa haøm  F(p) vaø         
= 0. )p(Flim

p ∞→

       f(t) = L -1 [F(p)]  =  ]kp,pte
n

k
)p(F[sRe∑

=1

Ví duï 7.20  Tìm goác cuûa caùc haøm  aûnh sau: 

a) F(p) = 23 )1p()1p(
p

−+
                                         b) F(p) = 22 )1p(

1
+
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Giaûi 

a)    L-1[   =  L-1])p(F ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+ 23 )1p()1p(

p  

       = Res ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−+
1,

)1p()1p(
pe

23

pt

+Res ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

1,
)1p()1p(

pe
23

pt

 

       = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−→ 2

pt

2

2

1p )1p(
pe

dp
dlim  + ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+→ 3

pt

1p )1p(
pe

dp
dlim = 

16
1 e-t(1-2t2) +

16
1 et(2t –1).      

b)  L-1   =  L-1[ )p(F ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+ 22 )ip()ip(
1  

       = Res ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+
i,

)ip()ip(
e

22

pt
+Res ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−+
i,

)ip()ip(
e

22

pt
 

     = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+→ 2

pt

ip )ip(
e

dp
dlim  + ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−→ 2

pt

ip )ip(
e

dp
dlim = (

4
1

− teit 
4
1

− ieit  ) + (
4
1

− te-it +
4
1 ie-it ) 

     =  
4
1

− t(eit + e-it ) 
4
1

− i(eit - e-it ) = 
2
1

− tcost +
2
1 sint                                          

3.4.Tìm goác nhôø khai trieån thaønh chuoãi 

Khai trieån Laurent cuûa haøm F(p) töø ñoù suy ra haøm goác f(t) döôùi daïng chuoãi. 

Ví duï 7.21  Tìm goác cuûa caùc haøm : a)   F(p) = 1p

1

e − .               b) ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛
+

p
11ln
⎠⎝

        

Giaûi 

a)  Ta coù  F(p) = 1p

1

e −  = =−∑
∞

1
p!n
1

n
=0n

∑
∞

=1n
np!n

1  

Suy ra L -1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−1p

1

e = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∑
∞

= np
1

!n
1 1-

1n
L = ∑

∞

=

−

−1n

1n

)!1n(!n
t  

b) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

p
11ln  =  ∑

∞

=

+

1n

1n
nnp

1(-1)    

⇒ L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ )

p
11ln( = ∑

∞

=

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

1n

1n

np
1

n
(-1) 1-L  = ∑

∞

=

−+

1n

1n1n

1)!-n(n
t(-1)                                        
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3.5.Tìm goác nhôø khai trieån thaønh phaân thöùc ñôn giaûn 

Ví duï 7.22 Tìm goác cuûa caùc haøm aûnh sau: 

a) F(p) = 
)3P)(2p)(1p(

4p2 2

−−+
−                                b)  F(p) = 

)4P)(2p)(1p(
16p10p3p4

2

23

+−−
−+−  

c) F(p) = 
)5p2P)(2p2P(

3p2p
22

2

++++
++  

Giaûi 

a) Ta coù   F(p) = 
)3P)(2p)(1p(

4p2 2

−−+
−  = 

3p
C

2p
B

1p
A

−
+

−
+

+
 

♦ Nhaân hai veá cho (p+1) : 
)3P)(2p(

4p2 2

−−
−  = 

3p
)1p(C

2p
)1p(BA

−
+

+
−
+

+  

Cho  p→ -1:  A =  
)3P)(2p(

4p2
1p

lim
2

−−
−

→−
= 

6
1−  

♦ Nhaân hai veá cho (p-2) : 
)3P)(1p(

4p2 2

−+
− = 

3p
)2p(CB

1p
)2p(A

−
−

++
+
−  

Cho  p→ 2:  A =  
)3P)(1p(

4p2
2p

lim
2

−+
−

→
= 

3
4−  

♦ Töông töï   C = 
)2P)(1p(

4p2
3p

lim
2

−+
−

→
= 

2
7  

Ta ñöôïc   F(p) = 
6
1− .

3p
1.

2
7

2p
1.

3
4

1p
1

−
+

−
−

+
  

Suy ra  L -1[F(p)] =  
6
1− . t3t2t e.

2
7e.

3
4e +−−  

b)  Ta coù   
)4)(2)(1(

161034
2

23

+−−
−+−

ppp
ppp  = 

4p
DCp

2p
B

1p
A

2 +
+

+
−

+
−

 

Nhaân hai veá cho (p-1) : 
)4P)(2p(

16p10p3p4
2

23

+−
−+− =

4p
)1p)(DCp(

2p
)1p(BA 2 +

−+
+

−
−

+     (*) 

Cho p→ 1:  A = 
)4P)(2p(

16p10p3p4
1p

lim 2

23

+−
−+−

→
= 1 

Nhaân hai veá cho (p-2) : 
)4P)(1p(

16p10p3p4
2

23

+−
−+− =

4p
)2p)(DCp(B

1p
)2p(A

2 +
−+

++
−
−  
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Cho p→ 2:  A = 
)4)(1(

161034
2

23

2
lim

+−
−+−

→ pp
ppp

p
= 3 

Thay vaøo (*) ta ñöôïc : 
)4)(2)(1(

161034
2

23

+−−
−+−

ppp
ppp  = 

4p
DCp

2p
3

1p
1

2 +
+

+
−

+
−

 

Laàn löôït cho  p = 0 , p = 3 ta ñöôïc heä phöông trình : 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
++=

+−−=−

13
DC63

2
1

26
95

4
D

2
312

 

Giaûi heä ta ñöôïc  C = 0, D = 2 . Suy ra F(p) = 
4p

2
2p

3
1p

1
2 +

+
−

+
−

 

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc ta ñöôïc :  L –1[F(p)] = et  + 3e2t +sin2t 

c) F(p) = 
)5p2P)(2p2P(

3p2p
22

2

++++
++ =  

]4)1P][(1)1P[(
3p2p

22

2

++++
++  

             =  
1)1P(
B)1p(A

2 ++
++ +

4)1P(
D)1p(C

2 ++
++  

Laàn löôït cho p = 0, p = -1, p= -2, p = 1 ta ñöôïc heä phöông trình  

            

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
+

+
=

+−
+

+−
=

+=

+
+

+
=

8
DC2

5
BA2

20
3

5
DC

2
BA

10
3

4
DB

2
1

5
DC

2
BA

10
3

  ⇒ 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=

3
2D
0C
3
1B
0A

 

⇒ F(p) = .
3
1

1)1P(
1.

3
1

2 +
++ 4)1P(

2
2 ++

⇒ L –1[F(p)] = 
3
1 e-tsint + 

3
1 e-tsin2t 
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BIEÁN ÑOÅI LAPLACE  – TÍNH CHAÁT 

Coâng thöùc Teân – Tính chaát 

F(p) = L [f(t)]=  e f t dtpt−
+∞
∫ ( )
0

f(t) = L -1[F(P)] 

Ñònh nghóa bieán ñoåi Laplace 
 

bieán ñoåi Laplace ngöôïc 

L [αf(t) +β g(t)] = α L [f(t)]+β L [g(t)] Tính chaát tuyeán tính 
Neáu [ ] 0  vaø  )p(F)t(f >= αL  thì   

L [f(αt)] = 1
α α

F p( )    

Tính chaát ñoàng daïng   

L [eat f(t)] = F(p-a) 
L -1[F(p-a)]= eat f(t) 

 

 
Tính chaát dòch chuyeån aûnh 

L [u(t-a) f(t-a)] =  e-ap F(p) 
L -1[ e-ap F(p)] = u(t-a) f(t-a) 

 

 
Tính chaát dòch chuyeån goác 

L [f’(t)] = p L [f(t)]-f(0) 
L [f’’(t)] = p2 L [f(t)]-pf(0)-f’(0) 

M 
L [f(n)(t)] = pn L [f(t)]-pn-1f(0)-……-f(n-1)(0) 

 
 

Tính chaát ñaïo haøm haøm goác 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
∫
t

duuf
0

)(L = 
p
1 L [f(t)] 

 
Tính chaát tích phaân haøm goác 

L [f(t)] = 1

1 0− −
−∫Tp

pt f t dt
e

e
T

( )  

 

Aûnh cuûa haøm goác tuaàn hoaøn  
chu kyø T 

L [t f(t)] = -F’(p) ,  L [t2f(t)]= F’’(p)….... 
….L [tnf(t)]= (-1)n F(n)(p) 

Tính chaát ñaïo haøm haøm aûnh 
( nhaân t) 

∫
∞

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

p
du)u(F

t
)t(fL  

Tính chaát tích phaân haøm aûnh 
(chia t) 

(f*g)(t) = =  du)ut(g).(f
t

0
∫ −u du)u(g).t(f

t

0
∫ − u

L [f*g] = L [ f(t)] L [ g(t)] 

Tích chaäp- Aûnh cuûa tích chaäp 
Ñònh lyù Borel 

            L [f(0)g(t) + f’∗ g] = pF(p) G(p) 

              L [g(0)f(t) + f∗ g’] = pF(p) G(p) 
 

 
Coâng thöùc Duhamel 
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BAÛNG ÑOÁI CHIEÁU GOÁC - AÛNH CÔ BAÛN 
 

STT f(t) F(p) = L[f(t)] STT f(t) F(p) = L [f(t)] 
01 
 
02 
 
 
03 
 
04 
 

05 
 
06 
 
07 
 
08 
 

09 

 
10 
 

1 
 
eαt 

 
tn 
 
sinwt 
 
coswt 
 
tn eαt 
 
shwt 
 
chwt 
 
eαtsinwt 

 
eαtcoswt 

1
p

 

1
p −α

 

 
n

pn

!
+1

 

w
p w2 2+

 

p
p w2 2+

 

n
p n

!
( )− +α 1

 

w
p w2 2−

 

p
p w2 2−

 

w
p a w( )− +2 2

 
p

p w
−

− +
α

α( ) 2 2

 

11 
 

12 
 

13 

 
14 
 
15 
 
16 
 
17 
 
18 
 
 
19 
 
 
20 
 

eαtchwt 
 
eαtshwt 
 
tsinwt 
 
tcoswt 
 
tshwt 
 
tchwt 
 

ba
ee btat

−
−  

t
ee btat −  

 
t eαtsinwt 
 
 

t eαtcoswt 

p
p w

−
− −

α
α( )2 2  

w
p w( )− −α 2 2  

2
2 2

pw
p w( )+ 2  

p w
p w

2 2

2 2

−
+( )2

 

2
2 2

pw
p w( )− 2  

p w
p w

2 2

2 2

+
−( ) 2

 

))((
1

bpap −−
 

ln p b
p a
−
−

 

( )
[ ]

2
2 2 2

w p

p w

−

− +

α

α( )

[ ]
( )

( )

p w

p w

− −

− +
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§3. ÖÙNG DUÏNG PHEÙP BIEÁN ÑOÅI LAPLACE 
 

Sô ñoà öùng duïng cuûa pheùp bieán ñoåi Laplace 
 
                                          Bieán ñoåi Laplace Baøi toaùn vaø caùc Phöông trình 

ñaïi soá ( )Y P( )ñieàu kieän ñaàu  
 
                    Lôøi giaûi                                            Giaûi phöông 
                    cuûa baøi                                                trình ñaïi  
                      toaùn                                                       soá  
 
                                           Bieán ñoåi Laplace 
                                                 ngöôïc         

 

  Tìm ñöôïc f(t) = L -1 

 Y P F p( ) ( )=
[F(p)] 

Neáu baøi toaùn ban ñaàu laø heä phöông trình vi phaân hay tích phaân thì sau khi bieán ñoåi 
Laplace ta ñöôïc heä phöông trình ñaïi soá. Giaûi heä phöông trình ñaïi soá ñoù roài bieán ñoåi 
Laplace ngöôïc ta ñöôïc keát quaû. 

1. Giaûi phöông trình vi phaân 

Ví duï 7.23  AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình vi phaân 
y’’ - 6y’ + 25y =  e-3t +e2t ,  vôùi y(0) = 0, y’(0) = 12 

Giaûi 
Ñaët  = )( pYY = [ )t(y ]L . Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình,  aùp duïng tính chaát tuyeán 
tính vaø tính chaát ñaïo haøm haøm goác ta ñöôïc: 
  = ( ) YypYypyYp 25)0(6)0(')0(2 +−−−− [ ]tt ee 23 +−L  

⇔ =+− )256( 2 ppY
2

1
3

1
−

+
+ pp

+12     

                                           ⇔ =Y
]16)3)[(3)(2(

12
2 +−+−

+
ppp

p
256

12
2 +−

+
pp

 

                                   = 
2−p

A
3+

+
p

B
+

16)3(
4)3(

2 +−
+−

p
DpC   

16)3(
12

2 +−
+

p
 

Bieái ñoåi Laplace ngöôïc hai veá vaø aùp duïng tính chaát tuyeán tính ta ñöôïc 
=)(ty    ][1 Y−L

       = ]
16)3(

4
16)3(

3
3

1
2

1[ 22
1

+−
+

+−
−

+
+

+
−

−

p
D

p
pC

p
B

p
AL + ]

16)3(
43[ 2

1

+−
−

p
L  

      ⇔   =)(ty tDetCeBeAe tttt 4sin4cos 3332 +++ − te t 4sin3 3+

Tìm  döïa vaøo ñaúng thöùc: DCBA ,,,
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]16)3)[(3)(2(
12

2 +−+−
+

ppp
p  

(*)

 =
2−p

A
3+

+
p

B
+

16)3(
4)3(

2 +−
+−

p
DpC  

 =A  
]16)32)[(32(

122
2 +−+

+×   
17
1

=   ,     =B
]16)33)[(23(

1)3(2
2 +−−−−

+−×   = 
52
1           

Töø (*) cho    ñöôïc: 0=p =
×
−

256
1

2−
A

3
B

+ +
25

43 DC +−  

Töø (*) cho    ñöôïc:  3=p
96
7 =

46
DBA ++  .  Suy ra  =C  

884
69− ,  =D

1768
77  

Ví duï 7.24  Giaûi caùc phöông trình vi phaân sau : 

a) y’’ +2y’ + 5y =  e-tsint ,  y(0) = 0, y’(0) =1 

b)  y’’+3y’+2y = f(t) ,  y(0) = y’(0) = 0 ,  f(t) =  
⎩
⎨
⎧

>
<<
    2t       khi,    1 

2t0    khi,    et

Giaûi 

a)  Ñaët Y = Y(P) = [ )t(y ]L . Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình vaø aùp duïng tính 
chaát ñaïo haøm haøm goác ta ñöôïc: 

p2Y – py(0) –y’(0) +2[pY – y(0)]  + 5Y = 
1)1p(

1
2 ++

 

⇔  Y = 
)52)(22(

32
22

2

++++
++

pppp
pp   

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá vaø aùp duïng keát quaû ví duï 7.21c  ta ñöôïc nghieäm 

phöông trình laø :  y(t) = 
3
1 e-tsint + 

3
1 e-tsin2t 

b) =   ( )
⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

>
〈<

+
>
〈<

=
2t      1,
2t0  0,

1
2t       ,0
2t0   ,1

etf t ( ) ( )[ ] ( )2tu2tutuet −+−−   

            =  et – e2.e(t-2)u(t-2) + u(t-2) 

⇒ L ( )[ ]
p

e
p
ee

p
tf

PP 22
2

11
1 −−

+
−

⋅−
−

=  

Ñaët Y= L (y);  bieán ñoåi Laplace 2 veá phöông trình ; aùp duïng tính chaát ñaïo haøm 
haøm goác vaø tính chaát dòch chuyeån goác ta ñöôïc: 

( )
p

e
p
ee

p
Ypp

PP 22
22

11
123

−−

+
−

⋅−
−

=++  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )21211211
1 222

++
+

++−
⋅

−
++−

=⇔
−−

ppp
e

ppp
ee

ppp
Y

pp
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⇔ pp e
pppppp

ee
ppp

Y 222

21
1

211211
2

1
2

1
3

1
2

1
6

1
3

1
2

1
6

1
−−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+
−

++
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+
+

−
−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+
+

−
=

−−

Bieán ñoåi ngöôïc hai veá vaø aùp duïng tính chaát dòch chuyeån goác ta ñöôïc 
−−+−−= t2e

3
1te

2
1te

6
1y  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2tu2t2e
2

12te
2

12t2e
3

12te
2

12te
6

12e −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− −−+−−−−−+−−−−  

Ví duï 7.25 

AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình vi phaân 

y’’ + 6y’ +20 y =  50 + e-6t    vôùi  ñieàu kieän  y(0) = 0 vaø y’(0) = 0 

Tính  roài döïa vaøo keát quaû ñoù xaùc ñònh giaù trò (gaàn ñuùng) cuûa  sau khoaûng 

thôøi gian t ñuû lôùn. 

)(lim ty
t +∞→

)(ty

Giaûi 

Ñaët  = )( pYY = [ )t(y ]L . Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình,  aùp duïng tính chaát 
tuyeán tính vaø tính chaát ñaïo haøm haøm goác ta ñöôïc: 

  = ( ) YypYypyYp 20)0(6)0(')0(2 +−+−− [ ]te 650 −+L  

                    ⇔ =++ )206( 2 ppY
6

150
+

+
pp

   

                   ⇔ =Y
]11)3)[(6(

30051
2 +++

+
ppp

p  = 
p
A +

6+p
B

+
11)3(

11)3(
2 ++
++

p
DpC  

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá vaø aùp duïng tính chaát tuyeán tính ta ñöôïc 

=)(ty   = ][1 Y−L ]
11)3(

11
11)3(

3
6

11[ 22
1

++
+

++
+

+
+

+−

p
D

p
pC

p
B

p
AL  

                        ⇔  =)(ty tDetCeBeA ttt 11sin11cos 336 −−− +++  

=
+∞→

)(lim ty
t

 +A
t +∞→
lim t

t
eB 6lim −

+∞→
+ [lim

+∞→t
)]11sin11cos(3 tDtCe t +−  = A  

Sau khoaûng thôøi gian t  ñuû  lôùn thì 
2
5)( =≈ Aty   (tính A  beân döôùi) 

Tìm  döïa vaøo ñaúng thöùc:  DCBA ,,,

]11)3)[(6(
30051

2 +++
+
ppp

p   = 
p
A +

6+p
B

+
11)3(

11)3(
2 ++
++

p
DpC  

 =A   
2
5

]11)30)[(60(
300051

2 =
+++

+× ,  =B
20
1

]11)36[(6
300)6(51

2 =
++−−

+−×          
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Cho : 3−=p =−
99

147
3−

A +
3
B
+

11
D  

Cho : 2−=p =−
48
99

2−
A +

4
B
+

12
11DC +  

Suy ra  =C
20
51

−   , 11
220
147

−=D  

Ví duï 7.26  AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình vi phaân 
y’’ +4y’ +13 y =  36 + e-5t    vôùi  ñieàu kieän  y(0) = 0 vaø y’(0) = 0 

Tính  roài döïa vaøo keát quaû ñoù xaùc ñònh giaù trò (gaàn ñuùng) cuûa  sau khoaûng 

thôøi gian t ñuû lôùn. 

)(lim ty
t +∞→

)(ty

Giaûi 

Ñaët  = )( pYY = [ )t(y ]L . Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình,  aùp duïng tính chaát 
tuyeán tính vaø tính chaát ñaïo haøm haøm goác ta ñöôïc: 

  = ( ) YypYypyYp 13)0(4)0(')0(2 +−+−− [ ]te 536 −+L  

                  ⇔ =++ )134( 2 ppY
5

136
+

+
pp

   

                 ⇔ =Y
]9)2)[(5(

18037
2 +++

+
ppp

p  = 
p
A +

5+p
B

+
9)2(

3)2(
2 ++
++

p
DpC  

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá vaø aùp duïng tính chaát tuyeán tính ta ñöôïc 

=)(ty   = ][1 Y−L ]
9)2(

3
9)2(

2
5

11[ 22
1

++
+

++
+

+
+

+−

p
D

p
pC

p
B

p
AL  

                        ⇔ =)(ty   tDetCeBeA ttt 3sin3cos 225 −−− +++

=
+∞→

)(lim ty
t

 +  = A
t +∞→
lim t

t
eB 5lim −

+∞→
+ [lim

+∞→t
)]3sin3cos(2 tDtCe t +− A  

Sau khoaûng thôøi gian t ñuû  lôùn thì 
13
36)( =≈ Aty   (tính A  beân döôùi) 

Tìm  döïa vaøo ñaúng thöùc:  DCBA ,,,

]9)2)[(5(
18037

2 +++
+
ppp

p   = 
p
A +

5+p
B

+
9)2(

3)2(
2 ++
++

p
DpC  

 =A   
13
36

]9)20)[(50(
180037

2 =
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+× ,  =B
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1

]9)25[(5
180)5(37

2 =
++−−

+−×          

 Cho : 2−=p =−
27
53

2−
A +

3
B
+

3
D  

Cho : 1=p =
108
217 A +

6
B
+

18
33 DC +  
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Suy ra  =C
234
661

−   , 
234
419

−=D  

2. Giaûi heä phöông trình vi phaân 
 

Ví duï 7.27   AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi heä phöông trình vi phaân 

⎩
⎨
⎧

=−+

=+
− teyyx

yx
52'

33'
  vôùi ñieàu kieän  x(0) = 0 vaø y(0) = 0 

Giaûi 

Ñaët [ ] [ ]yY,xX LL == ; bieán ñoåi Laplace hai veá  ta ñöôïc:   

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]⎩
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Bieán ñoåi ngöôïc hai veá ta ñöôïc: 
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♦ Tìm DCB  dựa vào:  A ,,,
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Ví duï 7.28 AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi heä phöông trình vi phaân 
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⎩
⎨
⎧

=++
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teyyx

tyx
32'

sin3'
,  vôùi ñieàu kieän  x(0) =0,    y(0) = 0 

 
Giaûi 

Ñaët [ ] [ ]yY,xX LL == ; bieán ñoåi Laplace hai veá  ta ñöôïc:   
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p
BpA

ppp
ppY

p
EDp

p
C

p
BpA

ppp
ppX

   

Bieán ñoåi ngöôïc hai veá ta ñöôïc: 

⎩
⎨
⎧

=
=

−

−

][
][

1

1

Y
X

y
x

L
L ⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
+

+
+

+
+

−
+

−

+
+

+
+

+
+

−
+

−

=

=

−

−

]
1

1'
1

'
3

1'
)1(

1'
1

1'[

]
1

1
13

1
)1(

1
1

1[

222
1

222
1

p
E

p
pD

p
C

p
B

p
A

p
E

p
pD

p
C

p
B

p
A

y

x

L

L
 

⇔
⎩
⎨
⎧

++++=
++++=

−

−

tEtDeCteBeAy
tEtDCeBteAex

ttt

ttt

sin'cos''''
sincos

3

3

                        

♦ Tìm EDC  dựa vào BA ,,,,

 
13)1(

)1(
)1)(3()1(

118
2222

2

+
+

+
+

+
−

+−
=

++−
−+−

p
EDp

p
C

p
BpA

ppp
pp  

=B
)11)(31(
11118

2

2

++
−+×−

4
9−

= , =C
)19()13(
113)3(8

2

2

+−−
−−−×−

80
43

−=  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
++

+−
=−−=

+
+++=

−
=

+++−=
−

=

5
2

9
31:2

5
2

525
41:2

33
11:0

DECBApCho

EDCBApCho

ECBApCho

 

Thay B
4
9−

= , 
80
43

−=C   vaøo heä treân vaø söû duïng maùy tính casio giaûi ñöôïc 
16
15

=A , 

5
2−

=D , 
10

3−
=E  

♦ Töông töï, chuùng ta tìm ',','  dựa vào ,',' EDCBA

1
''

3
'

)1(
')1('

)1)(3()1(
123

2222

3

+
+

+
+

+
−

+−
=

++−
++

p
EpD

p
C

p
BpA

ppp
pp  

4
3

)11)(31(
11213' 2

3

=
++
+×+×

=B , 
20
43

)1)3)((13(
1)3(2)3(3' 2

3

=
+−−−

+−×+−×
=C  
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
++

+−
=

−
−=

+
+++==

+++−==

5
'2''

9
''3

5
3:2

5
''2

5
'''

25
29:2

'
3

'''
3
1:0

DECBApCho

EDCBApCho

ECBApCho

 

Thay 'B
4
3

= , 
20
43'=C   vaøo heä treân vaø söû duïng maùy tính casio giaûi ñöôïc 

16
15'=A , ='D , ='E  

 
Ví duï 7.29 

a) Giaûi heä phöông trình vi phaân : , vôùi ñieàu kieän  x(0) = 3, y(0) = 2 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

t3x2'y
4y2'x

b) Giaûi heä phöông trình vi phaân :  , vôùi ñieàu kieän  x(0) = 1, y(0) = 2 . 
⎩
⎨
⎧

=++
−=

02
3

yxy
yx

'
'

 
Giaûi 

a)  Ñaët [ ] [ ]yY,xX LL == ; bieán ñoåi Laplace hai veá  ta ñöôïc :   

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]⎩

⎨
⎧

=+′
=−′

t3x2y
14y2x

LLL
LLL

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=−−
⇔

2

322

423

p
XpY

p
YpX

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=+

+=−
⇔

2

322

432

p
pYX

p
YpX

 

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

+
+

+
−

=

+
+

+
+

+
=

⇔

4
5

4
2

4
6

4
6

4
3

4
8

222

2222

ppp
P

p
Y

ppp
P

p
X

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
+

+
+

−
=

+
−+

+
=

⇔

pp
P

p
Y

ppp
pX

4
5

44
13

4
6

4
166

4
3

22

222

 .  

Bieán ñoåi ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=

−+=

4
5t2cos

4
13t2sin3y

t2sin8t6t2cos3x
.                        

b) Ñaët [ ] [ ]yY,xX LL ==   ; bieán ñoåi Laplace hai veá  ta ñöôïc :   

        ( )⎩
⎨
⎧

=++
=+

22
13

YpX
YXp ( )( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
+

−
=

−+
−

=

+
+

−

−
=

+−
−

=
⇔

3
4

7

1
4

1

32
22

3
4

7

1
4

3

31
4

2 pppp
pY

pppp
pX

 

Bieán ñoåi ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+−=

−

−

t3t

t3t

e
4
7e

4
1y

e
4
7e

4
3x

                                    

 
3. Giaûi  phöông trình  tích phaân Volterra 
Phöông trình sau ñaây goïi laø phöông trình tích phaân Volterra loaïi 2 
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                         y(t) = f(t) +λ    ,  y(t) laø haøm caàn tìm, λ = const ∫ −
t

duuyutk
0

)()(

Giaûi 

Aùp duïng tích chaäp , phöông trình ñöôïc vieát laïi :  y(t) = f(t) + k(t) * y(t)  

 Ñaët Y = Y(p) = [ ]yL  , F(p) = [ ])t(fL , K(p) = [ ])t(kL . Bieán ñoåi Laplace hai veá 
phöông trình vaø aùp duïng ñònh lyù Borel ta ñöôïc  :  

Y = F(p) + λK(p)Y  ⇔   
)P(K1

)p(FY
λ−

=  ⇒ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= −

)p(K1
)p(Fy 1

λ
L                            ª 

Ví duï 7.30 AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi caùc phöông trình tích phaân: 

a)   ∫ −+=
t

duutuytty
0

2 )sin()()(

b) y(t) =  e5t+ 2  duut
t

uy )cos(
0

)( −∫

c) y(t) =   + 2  t2sin duut
t

uy )cos(
0

)( −∫

 
Giaûi 

a) Aùp duïng tích chaäp, phöông trình ñöôïc vieát laïi döôùi daïng:  tsin)t(yt)t(y 2 ∗+=
Ñaët [ )t(y)P(YY ]L== . Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình vaø aùp duïng ñònh lyù 

Borel ta ñöôïc: 5323

22
1

12
pp

Y
p

Y
p

Y +=⇔
+

⋅+=  

Bieán ñoåi ngöôïc hai veá: 
12

22 4
2

5
1

3
1 tt

pp
y +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −− LL  

Vaäy nghieäm cuûa phöông trình laø: 
12
tt)t(y

4
2 +=                                                    

b) Aùp duïng tích chaäp, phöông trình ñöôïc vieát laïi 
ttyety t cos*)(2)( 5 +=  

Ñaët Y = Y(p) = L [y(t)] bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình, aùp duïng tính chaát tuyeán tính 
vaø ñònh lyù Borel  ta ñöôïc  

Y = 
5

1
−p

+ 2L [y(t)] L [cost] ⇔  Y = 
5

1
−p

+2Y
12 +p

p  

Giaûi phöông trình vôùi Y laø aån ta ñöôïc 

Y = 2

2

)1)(5(
1
−−

+
pp

p
= 2)1(

)1(
5 −

+−
+

− p
CpB

p
A  

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm  

      = =)(ty ][1 Y−L ]
)1(

1
1

1
5

[ 2
1

−
+

−
+

−
−

p
C

p
B

p
AL  
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⇔ )(ty = tAe5 tt CteBe ++  
Tìm  döïa vaøo ñaúng thöùc CBA ,,

2

2

)1)(5(
1
−−

+
pp

p
= 2)1(

)1(
5 −

+−
+

− p
CpB

p
A  

=A
8

13 , 
2
1−

=C , 
8
5−

=B  

c) Aùp duïng tích chaäp, phöông trình ñöôïc vieát laïi: ttytty cos*)(22sin)( +=  
Ñaët Y = Y(p) = L [y(t)] bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình, aùp duïng tính chaát tuyeán tính 
vaø ñònh lyù Borel  ta ñöôïc  

Y = 
4

2
2 +p

+ 2L [y(t)] L [cost] ⇔  Y = 
4

2
2 +p

+2Y
12 +p

p  

Giaûi phöông trình vôùi Y laø aån ta ñöôïc 

Y = 
)4()1(

)1(2
22

2

+−
+
pp

p
=

4
2

)1(
)1(

22 +
+

+
−

+−
p

DCp
p

BpA  

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm  

      = =)(ty ][1 Y−L ]
4

2
4)1(

1
1

1[ 222
1

+
+

+
+

−
+

−
−

p
D

p
pC

p
B

p
AL  

⇔ )(ty = tAe tDtCBtet 2sin2cos +++  

Tìm  döïa vaøo ñaúng thöùc CBA ,,

)4()1(
)1(2

22

2

+−
+
pp

p
=

4
2

)1(
)1(

22 +
+

+
−

+−
p

DCp
p

BpA                                                                        

=A      , 
5
4

=B ,      =C     ,      =D  

4. Giaûi  phöông trình  vi  tích phaân 
 
Ví duï 7.31  Giaûi phöông trình: 

                     y’’ +y = sint+  , vôùi y(0)= 0, y’(0) = 1. ∫ −
t

duutuy
0

)sin()(

Giaûi 
 Aùp duïng tích chaäp, phöông trình ñöôïc vieát laïi döôùi daïng:  

y’’ +y = sint+ y(t)*sint 
Ñaët . Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình , aùp duïng tính chaát 

ñaïo haøm haøm goác  vaø ñònh lyù Borel ta ñöôïc : P2Y – 1 +Y = 

[ )t(yL)P(YY == ]

1
1

2 +p
+ 

12 +p
Y  

Giaûi phöông trình vôùi Y laø aån soá ta ñöôïc : Y = 2

1
p

 

Bieán ñoåi ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm phöông trình laø : y = t.                               
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5. ÖÙng duïng vaøo cô hoïc 

♦ Moät chaát ñieåm P coù khoái löôïng  m chuyeån ñoäng doïc truïc 0x  vôùi hoøanh ñoä x(t) ; 
vaø bò huùt veà goác 0 bôûi moät löïc höôùng taâm f1(t) =  kx(t).  

                                                             

                                0                                                            v(t)                                                
→

1f

                                  °                                                 P                                                       x 
                                                            x                                  
                                                                   Hình 7.5 

       Theo ñònh luaät Newton ta coù phöông trình chuyeån ñoäng cuûa chaát ñieåm laø 

          m 2

2

dt
xd  =  -f1(t)  ⇔  m 2

2

dt
xd + f1(t) = 0  ⇔  mx’’ + k x =  0  

♦ Neáu coù theâm moät löïc taét daàn tyû leä vôùi vaän toác töùc thôøi cuûa chaát ñieåm laø     f2(t) 
= αv(t)  taùc duïng vaøo chaát ñieåm thì theo ñònh luaät Newton phöông trình chuyeån 
ñoäng cuûa chaát ñieåm laø   

           m 2

2

dt
xd  =  -f1(t) - f2(t) ⇔ m 2

2

dt
xd + f1(t) + f2(t) = 0   

           ⇔  mx’’ + k x +αv(t) =  0 ⇔  mx’’ +αx’(t) + k x =  0 
 

                                                             
→

2f

                                0                                                            v(t)                                                
→

1f

                                  °                                                 P                                                       x 
                                                            x                                  
 

Hình 7.6 

 

♦ Baây giôø, neáu coù theâm ngoaïi löïc f(t) taùc duïng vaøo chaát ñieåm thì theo ñònh luaät 
Newton phöông trình chuyeån ñoäng cuûa chaát ñieåm laø 

           m 2

2

dt
xd  =  -f1(t) - f2(t) + f(t) ⇔  m 2

2

dt
xd + f1(t) +  f2(t)  =  f(t)   

           ⇔  mx’’ + k x +αv(t)   =  f(t)    ⇔  mx’’ +αx’(t) + k x =  f(t) 

Ví duï 7.32   Moät chaát ñieåm P coù khoái löôïng  m = 2 gram chuyeån ñoäng doïc truïc 0x  
vôùi hoøanh ñoä x(t) ; vaø bò huùt veà goác 0 bôûi moät löïc höôùng taâm f1(t) = -8x(t). Giaû söû 
ban ñaàu chaát ñieåm ñöùng yeân ôû vò trí xo =  x(0) = 10. Haõy tìm vò trí x(t) cuûa chaát ñieåm 
taïi thôøi ñieåm t baát kyø trong hai tröôøng hôïp sau: 
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a)  Khoâng coù löïc naøo khaùc taùc ñoäng leân chaát ñieåm. 

b)  Chaát ñieåm chòu taùc duïng cuûa moät löïc taéc daàn f2(t) = -8v(t); vôùi v(t) laø vaän toác töùc 
thôøi cuûa chaát ñieåm. 
 

                                                             
→

2f

                                0                                                            v(t)                                                
→

1f

                                  °                                                 P                                                       x 
                                                            x                                  
 

Hình 7.7 
Giaûi 

Treân hình 7.7 ta choïn chieàu döông cuøng chieàu truïc 0x. Khi  x > 0 thì f1 < 0; khi    x< 
0 thì f1> 0 ( do löïc huùt höôùng taâm). Khi v> 0 (chaát ñieåm P ñang chaïy veà phía beân 
phaûi) thì f2 < 0 ; khi v< 0 (chaát ñieåm P ñang chaïy veà phía beân traùi) thì f2 > 0    ( do 
löïc huùt taét daàn vaø ngöôïc chieàu vectô vaän toác). 

a) Theo ñònh luaät Newton, ta coù :  m x’’ = f1 ⇔ 2x’’ = -8x  

     Ta ñöôïc phöông trình :   x’’ + 4x = 0 , x(0) = 10, x’(0) = vo = 0 

Ñaët X = [ )t(x ]L  ; bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình vaø aùp duïng tính chaát ñaïo  

haøm haøm goác ta ñöôïc : p2 X – 10p + 4X = 0 ⇔ X = 
4p

p10
2 +

 

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai  veá ta ñöôïc : x(t) = 10cos2t. 

b)  Theo ñònh luaät Newton, ta coù :  m x’’ = f1 + f2 ⇔ 2x’’ = -8x -8x’ 

Ta ñöôïc phöông trình :   x’’ + 4x’ + 4x = 0 , x(0) = 10, x’(0) = vo = 0 

Ñaët X = [ )t(x ]L  ; bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình vaø aùp duïng tính chaát ñaïo  

haøm haøm goác ta ñöôïc :  

p2 X – 10p +4(pX- 10) + 4X = 0 ⇔ X = 
4p4p

40p10
2 ++

+  ⇔ X = 2)2p(
20

2p
10

+
+

+
 

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai  veá ta ñöôïc : x(t) = 10e-2t + 20t e-2t  . 
 
6. ÖÙng duïng vaøo giaûi tích maïch ñieän 

Maïch RLC:  Xeùt maïch ñieän nhö hình 7.8. Trong ñoù R, L, C laø caùc haèng soá. 
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                                                               Hình 7.8 Maïch RLC 
Theo ñònh luaät Kirchoff  ta coù : vL(t) + vR(t) + vC(t) =  E(t) ⇔ 

  
dt

)t(diL  + Ri(t) + 
C

)t(q    = E(t) ⇔ 2

2

dt
)t(qd  +

dt
)t(dq

L
R  +

LC
)t(q   = 

L
)t(E  

♦ Neáu maïch khoâng coù phaàn töû  C thì ta coù : 
dt

)t(diL  + Ri(t)  = E(t)  

♦ Neáu maïch khoâng coù phaàn töû  L thì ta coù : Ri(t) + 
C

)t(q    = E(t)   

                                                                   hay   
dt

)t(dq  +
RC

)t(q   = 
R

)t(E  

Ví duï 7.33  Xeùt maïch ñieän  RL (hình 7.9). Trong ñoù i(0) = 0, R, L laø caùc haèng soá 
döông.  

                                                   
                                                              Hình 7.9 Maïch RL 

a) Cho E(t) = E0 laø haèng soá döông. Aùp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình 
vi phaân ñeå tìm . Tính  roài döïa vaøo keát quaû ñoù xaùc ñònh giaù trò (gaàn ñuùng) 

cuûa  sau khoaûng thôøi gian t ñuû lôùn. 

)(ti )(lim ti
t +∞→

)(ti

b) Tìm i(t) neáu E(t) = E0sinωt , ω laø haèng soá. 

Giaûi 

Ñaët I = I(p) = [ )t(i ]L  ⇒ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
dt
diL = [ ])t('iL  = pI-i(0) = pI 

a) 
dt

tdiL )(  + R )(ti  =  , i(0) = 0  vôùi  laø caùc haèng soá döông. oE LREo ,,

    +)(' tLi R )(ti  = .   oE
Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc  

        LIp +RI = 
p

Eo  ⇔ I (Lp +R) = 
p

Eo  
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⇔ I = 
)RLp(p

Eo

+
⇔  I = 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

L

Rp

1
p
1

R
Eo  

Bieán ñoåi Laplace  ngöôïc hai veá  ta ñöôïc :   = )(ti [ ] = I -1L  
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

− t
L

R
o e1

R
E

 

=
+∞→

)(lim ti
t +∞→t

lim
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

− t
L

R
o e1

R
E

= 
R
Eo  

Sau khoảng thời gian t đủ lớn 
R
E

ti o≈)(  

Ñoà thò i(t) ñöôïc bieåu dieãn trong hình 7.10. 
                        i(t) 
                          

                
R
Eo  

                                                 i(t) 
 
 
                    0                                                                                       t 
                                                                   Hình 7.10 
b)  +)(' tLi R )(ti  =  = Eosinwt.  Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc  

    LIp +RI = 22
o

wp
wE

+
 ⇔ I = 

)RLp)(wp(
wE

22
o

++
  

     ⇔ I = 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++ )p)(wp(

1
L

wE

L

R22

o  ⇔  I = 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
+

L

Rp

C
wp
BwAp

L
wE

22
o  

Bieán ñoåi ngöôïc hai veá ta ñöôïc : i(t) = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

− tL
R

o CewtsinBwtcosA
L

wE
   (*) 

Tìm A, B, C  baèng caùch xeùt :  =
++ )p)(wp(

1

L

R22

L

Rp

C
wp
BwAp

22
+

+
+
+            (**)  

♦ Nhaân hai veá cuûa (**) vôùi ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

L
Rp  vaø cho p → 

L
R

−  ta ñöôïc:  

        C = 22 wp
1

L
Rp

lim
+−→

 = 222

2

LwR
L
+

 

♦ Nhaân hai veá cuûa (**) vôùi  p vaø cho p → ∞ ta ñöôïc :   
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0 = A + C ⇒ A = -C =  222

2

LwR
L

+
−  

♦ Töø (**) cho p = 0 ta ñöôïc  : =
Rw

L
2 w

B +C
R
L
⇒ B = 

)LwR(
wRL

222 +
 

Thay A, B, C vaøo (*) ta ñöôïc keát quaû: 

                     i(t) = 222
o

LwR
wLE

+

−
coswt + 

)LwR(
wRL

222 +
sinwt + 222

o

LwR
wLE

+

− tL
R

e
−

 

                                                                                                                                    
 

BAØI TAÄP  
Baøi 7.1   Tìm aûnh cuûa caùc haøm soá sau: 

1) f(t) = tsine 2  -t

2) f(t) = 3t5e-t + 3tet +7 

3) f(t) =  2 e-3t sint – 5et cos2t +3 

4) f(t) = tcos2t – 3tsin3t +4 

5) f(t) = 4 e3t sin2t  + 2t3e2t + 5 e-t sh3t+ 
4cos2t. 

 

6) f(t) =  4et sin4 t  + t3e2t + 6 t sh2t+3. 

7) f(t) = tet cost + t2e-3tsin2t 

8) f(t) = te-2tchat 

9) f(t) = 
2
t 2

 +1 +t te  + t tcos3  

10) f(t) =  4 e-3t cos2 3t  + t3et + 5 e-2t 
cht+7. 

 

Baøi 7.2   Tìm bieán ñoåi Laplace caùc haøm soá sau: (haøm tuaàn hoaøn) 

a) f(t) = , f(t+
sin t t

t
0

0 0
< <
>

⎧
⎨
⎩

π
π ) = f(t) 

b) f(t) = , f(t+2
⎩
⎨
⎧

<≤
<≤

2πt    khi   0
t0 khisint  

π
π

π ) = f(t) 

c) f(t) = 
1
2

< <
< <

  f(t +2) = f(t) 
t t

t
0

0 1
⎧
⎨
⎩

d) f(t)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤

<≤

2πt
2
π    khisint  

2
πt0 khi  

π
2

,f(t +2π )=f(t) 

Baøi 7.3 Cho haøm goác f(t) coù ñoà thò nhö hình veõ. 
 

 
 

a) Vieát phöông trình cuûa f(t). 

b) Tìm aûnh cuûa f(t).  
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Baøi 7.4   Tìm aûnh cuûa caùc haøm goác ( chia t, tích chaäp) 

a) f(t)= 
t

tsin 2
 

b) f(t) = 
t
cost-1  

c) f(t) = tsin
t
ee bt-at

π
−−   

 

d) f(t) =  ∫ −
t

0

2 ducos2u u)(t

e) f(t) = t2 * e3tsin2t 

f) f(t)= 
t

sht  
 

 
Baøi 7.5   Tính caùc tích chaäp f*g: 

a) f(t) = t , g(t) = 1 

b) f(t) = cost , g(t) = t 

c) f(t) = et , g(t) = t 

d) f(t) = t2 , g(t) = et  

e) f(t) = et , g(t) = et sint 

f) f(t) = t , g(t) = sint 

g) f(t) = e2t , g(t) = 1 
Baøi 7.6  Chöùng minh raèng  
a)  f*g = g*f       b) (f*g)*h = f*(g*h)                 c) f*(g+h) = f*g + f*h 

Baøi 7.7  Tìm L [ f*g ] 

a) f(t) =  t, g(t) = sint 

b) f(t) = e2t , g(t) = 1 

c) f(t) =  sint, g(t) = cos2t 

 

d) f(t) =  et, g(t) = te2t  

e) f(t) =  t2, g(t) = e3t sin2t 

 

Baøi 7.8  Tìm goác cuûa caùc haøm aûnh sau ñaây: 

1) F(p) = a
bp c+

 ; b ≠ 0 ; 

2) F(p) = ap
bp c2 +

 ; b ≠ 0 ;  

3) F(p) = 2 1
32

p
p p

−
+ −

           

4) F(p) = 3
12

−
+ +

p
p p

                     

5) F(p) = 32 1
1

)p( +
 

6) F(p) = 3
2 72

p
p −

 

7) F(p) = p
p p

2

3

9
9
−
+

 

11) F(p) = 5 3
1 22

p
p p p

+
− + +( )( 5)

  

12) F(p) = 22 21
32

)p()p(
p

++

+  

13) F(p) = 
)p)(p(

p
94 22 ++

   

14) F(p) = 1
3 2 22 2( )(p p p− + − )

 

15) F(p) = 
6116

562
23

2

−+−

+−

ppp
pp  

16) F(p) = 
)1)(3(

5
−− pp

 + 
54

1
2 −−

−

pp
p  

17) F(p) = 
)2)(5(

6
−− pp

 + 
222 +− pp

p  
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8) F(p) = 
)p)(p)(p( 213

6
+−−

 +
204

6
2 ++

+

pp
p  

9) F(p) = 
)p)(p)(p(

p
413

610
−−+

+  +
256

8
2 +−

+

pp
p  

10) F(p) = 
)p)(p( 13

4
−−

 + 
256

1
2 +−

+

pp
p  

 

18) F(p) = 
)p)(p( 23

6
+−

 + 
204

5
2 ++ pp

 

19) F(p) = 4
3 2

2
5 1

1
2 92 2p

p
p p+

−
+

+
+

 

 

Baøi 7.9  Tìm goác cuûa caùc haøm aûnh sau ñaây: ( Aùp duïng khai trieån chuoãi) 

a) F(p) = )
p

sin(
p

11  

b) F(p) = )1cos(1
pp

 

c) F(p)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

p
ln 11  

d) F(p) = 1
2p

1

e −  

Baøi 7.10  Aùp duïng bieán ñoåi Laplace giaûi caùc phöông trình vi phaân sau: 

1) y’’ - 2y’ + 10y = cos2t ; y(0) = 0, y’(0) = 1 

2) y’’ + y = t – (t-1) u(t-1), y(0) = 2 , y’(0) = 1 

3) 2y’’ - 3y = 4sint + 5cost , y(0) = -1, y’(0) = -2 

4) y’’ + 2y = 3cos2t , y(0) = -1, y’(0) = 0 

Baøi 7.11 Tìm nghieäm rieâng cuûa heä phöông trình vi phaân: 

a)      vôùi ñieàu kieän  x(0) = 0,    y(0) = 0 
⎩
⎨
⎧

=−+

=−
−teyyx

tyx
6'

cos5'

b)    vôùi ñieàu kieän ban ñaàu : x(0) = y(0) = 0 
x x y
x y x y

'

' '

− + =

+ − + =

⎧
⎨
⎩

2 3

3 4 2 0

t

c)   vôùi ñieàu kieän  x(0) = 0 vaø y(0) = 0 
⎩
⎨
⎧

=−+

=−
− teyyx

yx
55'

24'

d)  vôùi ñieàu kieän ban ñaàu : x(0) = 2, y(0) = 3 
x y
y x

'

'

= −2 +

= +

⎧
⎨
⎩

3

2 4

e) ,  x(0)= y(0) =y’(0) = 0. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
=+ −

12
2

yx'x
e''yx t'

f)
⎩
⎨
⎧

=−
=+

−tez''y
t'z'y

  , y(0) = 3 , y’(0) = -2 , z(0) = 0 

  g)
⎩
⎨
⎧

=++
=+−−

02
22
y'z''y

tsinzy'z'y
, y(0)= y’(0) =z(0) = 0 
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Baøi 7.12   Tìm bieán ñoåi Laplace caùc haøm soá sau: 

a) f(t) = 1) u(t  1)cos3(te 1)2(t −−−

b) f(t) =  
⎩
⎨
⎧

≥
<<
1t      khi1

1t0 t    khi

 

c) f(t) =  
⎩
⎨
⎧

<<
>

1t0      khi0
1t      khi1)-(t 2

d) f(t) =  
cos
sin

t t
t t

0 < <
>

⎧
⎨
⎩

π
π

 

Baøi 7.13   Giaûi caùc phöông trình vi phaân  

1) y’ - y = f(t) ; y(0) = 0  ; f(t) =  
⎩
⎨
⎧

>−
<<

1t1
1t02

2) y’ - 3y = f(t) , y(0) = 2  ;  f(t) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

<<

2
t1

2
t0tsin

π

π

 

3) y’ + y = f(t) , f(t) =    , y(0) =0 
⎩
⎨
⎧

>
<<
2t  neáu  0

2t0neáu  1

4) y’’ + y =f(t) ,  f(t) =       , y(0) = y’(0) = 0 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
<<−
<<

2t   neáu     0
2t1  neáu  1
1t0 neáu   1

5) y’’ – y’ = f(t)  , f(t) =  , y(0) = y’(0) = 0 
⎩
⎨
⎧

>
<<

    1t neáu   0
1t0 neáu  e-t

6) y’ + 2y = f(t) ,  y(0) = 0  ,  vôùi  f(t) =     
⎩
⎨
⎧

>
<≤+
1t       khi          0     

1t0   i       kh1t-  

7) y’ - y = f(t) ,  y(0) =2  ,  vôùi  f(t) =  
⎩
⎨
⎧

≥
<≤
1
1

t          khi
t0   hit        k  

1)-(t-e
   

8) y’ + 2y = f(t) ,  y(0) =3  ,  vôùi  f(t) =     
⎩
⎨
⎧

>
<≤
π
π

t       isin2t   kh
t0   i       kh0  

9) y’’ + y =  f(t) , y(0) = 0,  y’(0) = 1 , vôùi  f(t) =   
⎩
⎨
⎧

>
<≤
1t       i        kh

1t0    i       kh  
1
t

10) y’+3y = f(t) ,  y(0) = 1  ,  vôùi  f(t) =   
⎩
⎨
⎧

≥
<≤

1t              khi0
1t0   i       khE  o

11) y’ - 2y =  f(t) , y(0) = 2 , vôùi  f(t) =   
⎩
⎨
⎧

≥
<≤
2

2
t       i        khte

t0    i        kh   0

12) y’ -3y = f(t) ,  y(0) = 2  ,  vôùi  f(t) =   
⎩
⎨
⎧

>
<<
π
π

t       khi          0     
t0    khisint        

Baøi 7.14 Giaûi caùc phöông trình tích phaân 
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a) y(t) = 1+2 τ  ττ d
t

).(y)tsin(∫ −
0

b) y(t) = 2  ∫
−−

t )t(t d)(yee
0

23 τττ

c) x(t) = e-t + 4  ∫ −
t

d)(x)t(
0

τττ

 

d) x(t) = 4et + 3  ∫
−−t

d)(x)t(e
0

τττ

e) x(t) = e2t + 5  ∫ −
t

d)(x)]t([cos
0

2 τττ

 

Baøi 7.15  Giaûi heä phöông trình :  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

+=

∫

∫

∫

t

0

t

0

t

0

2

duux1tz

duuztty

duuyttx

Baøi 7.16  Giaûi caùc phöông trình vi phaân: 

a) y’’’-3y’’+3y’ –y = t2et  , y(0) =1, y’(0)= 0 , y’’(0) = -2. 

b) y’’’-3y’’+3y’ –y = t2et  , y(0) =A, y’(0)= B , y’’(0) = C. 

Baøi 7.17  Moät chaát ñieåm chuyeån ñoäng treân ñöôøng thaúng sao cho ñoä dôøi x töø moät ñieåm coá 
ñònh O vaøo luùc t ñöôïc cho bôûi:   t5sin80x5x4x =+′+′′  

a) Tìm x(t)  bieát  luùc t = 0, chaát ñieåm ñöùng yeân ôû x = 0. 

b)  Tìm bieân ñoä, chu kyø vaø taàn soá sau moät thôøi gian daøi. 

Baøi 7.18  Doøng ñieän i(t) trong maïch noái tieáp RL thoûa phöông trình vi phaân :  

         L di
dt

 + Ri = E(t) (volts) ; i(0) = 0,  R, L laø cacù haèng soá.  

a) Tìm i(t) neáu E(t) = E0cosωt , ω laø haèng soá.  

b)  Tìm i(t) neáu E(t) =  
⎩
⎨
⎧

>
≤<
  5 t    ,     10
5t 0   ,  t10

Baøi 7.19   Cho maïch ñieän  RLC  nhö hình veõ vaø bieát i(0) = 0. 

                                         
a) Cho E  =  300 (volts) . Tìm i(t) , t > 0. 
b) Cho E  =  100sin3t (volts) . Tìm i(t) , t > 0. 
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Baøi 7.20  Cho maïch ñieän RC  nhö hình veõ vaø bieát i(0) . Tìm i(t) trong hai tröôøngng 
hôïp sau: 

                                               
a) Cho E  =  Eo (volts) .                             b) Cho E  =  Eo e-αt (volts) . 
Baøi 7.21  Cho maïch ñieän  nhö hình veõ vaø bieát i1(0) = i2(0) = 0. 

                                               
Aùp duïng ñònh luaät Kirchoff , tìm i1(t) , = i2(t). 

BAØI TOAÙN TRUYEÀN NHIEÄT 

Ñònh luaät truyeàn nhieät cuûa Newton (Newton’s law of cooling) 

Vaän toác nguoäi laïnh hoaëc noùng leân cuûa moät vaät trong moâi tröôøng tyû leä vôùi  hieäu giöõa nhieät 
ñoä cuûa vaät vaø nhieät ñoä moâi tröôøng xung quanh. Töùc laø,  

neáu goïi  
T = T(t) laø nhieät ñoä cuûa vaät theo thôøi gian 
Tm laø nhieät ñoä moâi tröôøng 
 k laø heä soá tyû leä 

thì  

)( mTTk
dt
dT

−=  

Baøi 7.22  Moät xaùc cheát ñöôïc phaùt hieän vaøo luùc  15 giôø  ngaøy thöù hai trong moät nhaø kho  coù 
nhieät ñoä laø 50oF . Nhieät ñoä xaùc cheát khi ñöôïc phaùt hieän laø 80 oF  vaø 20 phuùt sau giaûm xuoáng 
78 oF. Bieát nhieät ñoä cuûa moät ngöôøi soáng trung bình laø 98.6 oF, aùp duïng ñònh luaät toûa nhieät 
cuûa Newton, haõy xaùc ñònh ngaøy giôø maø ngöôøi naøy cheát. 

Baøi 7.23  Vaän toác nguoäi laïnh cuûa moät vaät trong khoâng khí tyû leä vôùi hieäu giöõa nhieät 
ñoä cuûa vaät vaø nhieät ñoä cuûa khoâng khí. Aùp duïng bieán ñoåi Laplce tìm quy luaät nguoäi 
laïnh cuûa vaät neáu nhieät ñoä cuûa khoâng khí laø 20oc vaø sau 20 phuùt nhieät ñoä cuûa vaät 
giaûm töø 100oc xuoáng 60oc. Hoûi sau bao laâu nhieät ñoä cuûa vaät giaûm tôùi 30oc. 

Baøi 7.24  Maát 15 phuùt ñeå nhieät ñoä cuûa moät vaät taêng töø 10oc leân 20oc trong moät caên phoøng 
coù nhieät ñoä laø 30oc . Theo ñònh luaät toûa nhieät cuûa Newton, phaûi maát bao laâu ñeå vaät ñoù taêng 
nhieät ñoä töø 20oc tôùi 25oc? 

 Bài toán dân số ( population growth) 
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Baøi 7.25 Các nhà dân số học cho rằng quy luật tăng dân số P(t) theo thời gian t thỏa 
phương trình vi phân sau: 

     rP
dt
dP

=  

 Trong đó thời gian tính theo đơn vị năm, r là tỷ lệ tăng dân số hằng năm. 
 Ở nước ta, trong giai đoạn 2010-2020, dự kiến tỷ lệ tăng dân số trung bình hằng năm là 1% 

và dân số vào năm 2012 sẽ vào khoảng 88 triệu người. Hoûi ñeán naêm 2020, daân soá nöôùc ta 
khoaûng bao nhieâu ngöôøi? 

 

 Bài toán di cư dân số (Emigration from a population) 

Baøi 7.26  Giả sử dân số của một cộng đồng tăng theo quy luật hàm mũ với tỷ lệ tự 
nhiên là r và E(t) công dân di cư khỏi cộng đồng tại thời điểm t, do đó: 

  ErP
dt
dP

−=   

Giải phương trình xác định dân số tại thời điểm t trong mỗi trường hợp sau: 
a) r = 0.03, E(t) = 10t, P(0) = 100.00 
b) r = 0.015, E(t) = 200e-t, P(0)=250.000 
 

 Bài toán nhập cư dân số (Immigration to a population) 

Baøi 7.27  Giả sử dân số của một cộng đồng dân cư là P(t) tăng theo quy luật hàm mũ 
với tỷ lệ tự nhiên r và I(t) công dân nhập cư vào cộng đồng tại thời điểm t, do đó 

   )(tIrP
dt
dP

+=  

Giaûi  phương trình vi phân ứng với r = 0.02, I(t) = 100e-t, P(0) = 300.000 ,  t có đơn vị 
là năm. 

Moâ hình giaù caû haøi hoøa, moâ hình töï ñieàu chænh giaù (price adjustment model) 

Baøi 7.28  Ñoä bieán thieân veà giaù cuûa saûn phaåm taïi thôøi ñieåm t  tyû leä vôùi hieäu giöõa löôïng caàu 
vaø löôïng cung. Töùc laø, neáu )(tpp =  laø giaù cuûa saûn phaåm taïi thôøi ñieåm t thì  

( ))()( tStDk
dt
dp

−=  

trong ñoù k laø haèng soá döông vaø )(tD , )(tS  laàn löôït laø löôïng caàu vaø löôïng cung öùng vôùi 
giaù )(tpp = . Haõy xaùc ñònh giaù )(tpp =  bieát 020.=k ,  tetD −+= 73)( , )()( tptS += 2 , 

40 =)(p USD):tính vò (ñôn . Giaù cuûa saûn phaåm seõ nhö theá naøo sau khoaûng thôøi gian t ñuû 
lôùn? 

Baøi 7.29   (thôøi gian t tính baèng thaùng, giaù p tính baèng USD) 

Bieát giaù )(tpp =  cuûa moät loaïi  saûn phaåm taïi thôøi ñieåm t  thoûa phöông trình vi phaân 
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10065 +−t 900=++ teppp ''' , )( =p 10 =)('p  

a) Giaûi phöông trình vi phaân treân. 

b) Xaùc ñònh giaù cuûa saûn phaåm sau khoaûng thôøi gian t ñuû lôùn. 

Baøi 7.30  (Resale value problem) 

Giaù trò baùn laïi )(tr  cuûa moät maùy sau t naêm seõ giaûm vôùi toác ñoä tyû leä vôùi hieäu giöõa giaù trò 
hieän taïi vaø giaù eá lieäu cuûa maùy. Töùc laø, neáu  laø giaù trò pheá lieäu cuûa maùy thì  thoûa 
phöông trình 

 trò ph  S )(tr

( )Srk
dt

−−=  , vôùi 0>
dr

= constk  laø haèng soá tyû leä 

Giaû söû )(tr  laø giaù trò chieác maùy tính cuûa baïn sau t naêm keå töø ngaøy mua vaø )(tr  thoûa phöông 
trình (1). Tìm )(tr  bieát iaù trò mua môùi cuûag  maùy laø 16 trieäu ñoàng, giaù trò 2 naêm sau laø 6 

eäu  ñoàng. trieäu vaø giaù trò pheá lieäu S  = 0.5 tri

Baøi 7.31  (Resale value problem) 

Giaù trò baùn laïi )(tr  cuûa moät maùy sau t naêm seõ giaûm vôùi toác ñoä tyû leä vôùi hieäu giöõa giaù trò 
hieän taïi vaø giaù eá lieäu cuûa maùy. Töùc laø, neáu  laø giaù trò pheá lieäu cuûa maùy thì  thoûa 
phöông trình 

 trò ph  S )(tr

( )Srk
dt

−−=  , vôùi 0>
dr

= constk  laø haèng soá tyû leä 

Xaùc ñònh (r  bieát giaù )t trò mua môùi cuûa maùy laø $16.000, giaù trò 2 naêm sau laø $8.000 vaø giaù 
trò pheá lieäu S  = $500. 

Baøi 7.32 (baøi toaùn daân soá – population growth)  
 

Giả sử dân số )(tP  (ñôn vò laø trieäu ngöôøi) của một cộng đồng tăng theo quy luật hàm mũ với 
tỷ lệ tự nhiên là r và  )(tE  (ñôn vò  trieäu ngöôøi/naêm) công dân di cư khỏi cộng đồng tại thời 

 t, )(tI  (ñôn vò  trieäu ngöôøiđiểm /naêm) công dân nhaäp cö vaøo cộng đồng tại thời điểm t. Töùc laø, 
 )(tP thoaû phöông trình vi phaân

  )()( tItErP
dt

+−=     dP

Giải ph  xác định dân  tại thời đi ) trong trường hợp  ương trình  số ểm t (ñôn vò laø naêm

r = 0.01,  ,   , P(0) =  90 trieäu  tetE −= 05.0)( 01.0)( =tI
 
Baøi 7.33   Tìm aûnh cuûa caùc haøm goác: 

a) f(t) =5–3e-3it +8 ch2t                         b)2t +−−= )
4

sin()
4

()( ππ ttutf udu
t

e u 3cos
0

2∫   
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c) +−−= )153sin()5()( ttutf et u cos2∫ − d)udu
t

0
    =)(tf   t3sin + chtt 2 + udu

t
e ut 3sin)(2∫ −−  

Baøi 7.33
0

    

a)Khai trieån Laurent haøm  F(p) = 
p

e p 11
1

−−   quanh ñieåm baát thöôøng  coâ    laäp p = 0. 

Tìm  goác cuûa haøm aûnh F(p). 

pp
pF 11)( cos3=  b)  Khai trieån Laurent haøm   quanh ñ

c) Khai trieån Laurent haøm 

ieåm baát thöôøng coâ laäp   p = 0. 

Tìm goác cuûa haøm aûnh F(p). 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

+= 2
1ln()

p
p

⎛
−

22

1)1(
pp

F  quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp 

p = 0. Tìm goác cuûa haøm aûnh F(p). 

1

Baøi 7.34 Tìm goác cuûa caùc haøm aûnh:  
 a)F(p) = 22 )1)(136( −+− ppp

                  b)
2 1++ pp

⎟
⎠

⎜
⎝

−= 1)( 3 e
p

pF       ⎟
⎞

⎜
⎛1

1
p

1
2

1

−pe  
)1)(294(

52
2

2 + pp
−+−

+
ppp

+c) F(p) = 

Baøi 7.35  AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình tích phaân: 

5t- 3cos2t+10 −     b) y(t)= sin4t+3e5t +2 )( −  

−
t

t duutuyte
0

3 )(2cos)(23sin  

a) y(t)= e duut
0

)(∫
0
∫

t
uy )(3cos duut

t
uy )cos(

c) ∫ −+= − t duutuyety 2 )(26)(              d) =ty )(
t

(2cos) ∫ −++
0

Baøi 7.36 AÙp duïng pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi phöông trình vi phaân 
a) y’’ -4y’ +20y = e3 n3t ,  vôùi y(0) = 0, y’(0) = 1 t +6si

=   vôùi y
c) y’’ +6y’ + 25y =  e-3t +e2t + 3sin4t- cos4t,  vôùi y(0) = 0, y’(0) = 0 

> πtt ,2cos

øi 7.37

b) y’’ - 6y’ + 25y (1) = 0, y’(1) = 1 3 te t 34 + ,

d) y’- 3y = 2+ u(t-π) )(2 π−te  (1) vôùi ñieàu kieän ban ñaàu y(0) = 3 

e)y’’ –2y’ –3y = 
⎧ << πt0,0

  vôùi y(0) = 0, y’(0) = 2 
⎩
⎨

Ba  AÙp duïng ng trình vi phaân 

a)⎨
⎧

=−+
=−

26'
3cos5'

yy
tyx

, vôùi ñieàu kieän  x(0) = 0,    y(0) = 1 

b)    vôùi ñieàu kieän  x(0) = 0,    y(0) = 0 

c) , vôùi ñieàu kieän  x(0) = 3, y(0) = 2 

 

 pheùp bieán ñoåi Laplace giaûi heä phöô

⎩x

⎩
⎨
⎧

=++

=+
teyyx

tyx
23'

sin4'

⎩
⎨
⎧

=+
=− −

txy
eyx t

32'
2' 3
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PHẦN BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
 

Chương 1                 SỐ PHỨC VÀ MẶT PHẲNG PHỨC 
TRAÉC NGHIEÄM ÑUÙNG SAI  

Caâu 1  Giaù trò chính cuûa argument cuûa moät soá phöùc z ≠ 0 laø duy nhaát. 
Caâu 2    =   cosnϕ  n)isin(cos ϕϕ ± ±  isinnϕ , ∀n∈Z. 

Caâu 3  Cho hai soá phöùc khaùc 0 laø  z1 = r1(cosϕ1 +i sinϕ1) ; z2 = r2(cosϕ2 +isinϕ2) . Khi ñoù : 

                z1 = z2  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

21

21 rr
ϕϕ

Caâu 4 Cho hai soá phöùc khaùc 0 laø  z1 = r1(cosϕ1 +i sinϕ1) ; z2 = r2(cosϕ2 +isinϕ2). Khi ñoù : 

                z1 = z2 ⇔  
⎩
⎨
⎧

∈π−ϕ=ϕ
=

Z  k, k2
rr

21

21

Caâu 5  Cho   z1   =  r1 1
ϕie   ,   z2 = r2 2

ϕie   laø hai soá phöùc khac 0.. Khi ñoù  

                          z1 = z2  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

21

21 rr
ϕϕ

Caâu 6  Cho   z1   =  r1 1
ϕie   ,   z2 = r2 2

ϕie   laø hai soá phöùc khaùc  0. Khi ñoù  

                          z1 = z2  ⇔  
⎩
⎨
⎧

∈π−ϕ=ϕ
=

Z  k, k2
rr

21

21

Caâu 7  Vôùi z ≠ 0  vaø rz =  thì  n z   coù taát caû n giaù trò  vaø chuùng coù bieåu dieãn hình 
hoïc laø n  ñænh cuûa moät ña giaùc ñeàu  n  caïnh noäi tieáp ñöôøng troøn taâm 0 baùn kính laø 
n r . 

Caâu 8 Cho soá phöùc z = r(cosϕ + isinϕ) ≠ 0. Khi ñoù caên baäc n cuûa z laø  

           z r k
n

i k
n

n n=
+

+
+(cos sinϕ π ϕ π2 2 ); k = 1, 2,..., n  ;  n laø soá nguyeân döông. 

Caâu 9 Cho soá phöùc z = r(cosϕ + isinϕ) ≠ 0. Khi ñoù caên baäc n cuûa z laø  

          
n

2ksini
n

2k(cosrz nn ϕ − π ϕ − π ); k = 0, 1,..., n-1 ;  n laø soá nguyeân döông. = +

Caâu 10   Neáu   Rez ≠ 0  thì  Re(zn)  ≠ 0. 

Caâu 11   Neáu   Imz ≠ 0  thì  Im(zn)  ≠ 0. 

Caâu 12  Cho  ba soá phöùc khaùc  0  laø   z1 = r1(cosϕ1 +i sinϕ1);  z2 = r2(cosϕ2 +isinϕ2)  

                 z3 = r3(cosϕ3 +i sinϕ3) ≠ 0 .  Khi ñoù:  
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                                 [ ])sin(i)cos(
r
r.r

z
z.z

321321
3

21

3

21 ϕϕϕϕϕϕ −++−+=  

Caâu 13 Cho  z1   =  r1 1
ϕie ,   z2 = r2 2

ϕie   laø hai soá phöùc daïng muõ khaùc 0. Khi ñoù: 

                           21 zz ≤  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
≤

21

21

ϕϕ
rr

PHAÀN TRAÉC NGHIEÄM LÖÏA CHOÏN 
( Choïn moät trong 4 caâu : A, B, C, D ) 

Caâu 14  Khai caên baäc boán soá phöùc z =1 ta ñöôïc: 
A) 4 1  = ± 1.                                                B) 4 1  = -1.   
C) 4 1   = 1.                                                  D) 114 ±= vaø i±  

Caâu 15  Khai caên baäc boán soá phöùc z = 16 ta ñöôïc: 

A) 4 16   = 2.                                                B) 4 16 = -2.   

C) 4 16  = ±2  vaø  ±2i                                  D) 4 16  = 2; 2i 
Caâu 16  Cho z laø moät  soá phöùc . Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng: 

  .                                                B) zz ±=2    zz =2A) 

C) zz =2                                                     D) Caû  A , B , C ñeàu ñuùng. 
Caâu 17   Töø  ñaúng thöùc ( ) iba3i1

20
+=+  , vôùi a vaø b laø hai soá thöïc , ta ñöôïc : 

a) a = 1, b = 3  
b) a= 2,  b =  2 3  

c) a= -219 ,  b =  3 .219 
d) a= 220 ,  b =  3 .220 

Caâu 18 Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng : 
A) 1z = 2z  21 zz ±=⇔ . 
B) 21 zz + = 1z + 2z . 
C) 21 zz − = 1z - 2z  . 
D) 1z = 2z = r  khi vaø chæ khi z1 vaø z2 cuøng thuoäc ñöôøng troøn taâm 0 baùn kính r. 

Caâu 19   Taäp hôïp nghieäm cuûa phöông trình  z2 =  9   ( k laø soá nguyeân) laø: )2( ππ kie +

       A) {3i, -3i}                     B) {9i}                          C) {-3i}                             D) {3, -3} 

Caâu 20   Taäp hôïp nghieäm cuûa phöông trình  z2 =  49   ( k laø soá nguyeân) laø: )2( ππ kie +

       A) {7i, -7i}                     B) {7i}                          C) {-7i}                           D) {7, -7} 
Câu 21  Tập hợp nghiệm của phương trình  là iez π+= 42

A) ∅                         B)  {                             C)            D)  { } }22 , ee − { }ieie 22 ,− eiei 2,2 −

Caâu 22   Taäp hôïp nghieäm cuûa phöông trình  z4 =  16   ( k laø soá nguyeân) laø: )2( ππ kie +

A) {2i, -2i}   B) {-2,2}   C) {-2, 2, 2i, -2i}    D) { 2 +i 2 , 2 -i 2 , - 2 +i 2 , - 2 -i 2 } 
Câu  23  Tập hợp nghiệm của phương trình  là π263 8 ìez −=
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A)                                        B)  
C)                                       D){  

{ })31(2),31(2,2 222 ieiee −+ { })31(,2 22 iee +

{ })31(),31(,2 222 ieiee −−+− }22e

Caâu 24   Taäp hôïp nghieäm cuûa phöông trình  z4 =  81   ( k laø soá nguyeân) laø: πkie 2

A) {-3, 3, 3i, -3i}                         B) {3i, -3i}  
C){-3,3}                                       D){3 2 +i3 2 ,3 2 -i3 2 ,-3 2 +i3 2 , -3 2 -i3 2 } 
Câu 25  Các căn bậc 3 của số phức  là ( )4 1 3z i= +

A)  

B)   

( )2,1,0
3

2
3sin

3

2
3cos2 =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
+

+
k

k
i

k ππππ

( )2,1,0
3

2
3
2

sin
3

2
3
2

cos2 =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
−

+
+

−

k
k

i
k ππππ

C)    ( )2,1,0
3

2
3

2

sin
3

2
3

2

cos2 =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
+

+
k

k
i

k ππππ

D)  ( )2,1,0
3

2
3sin

3

2
3cos2 =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
−

+
+

−

k
k

i
k ππππ

Caâu 26  Cho caùc soá phöùc z = 
i21

e 2

−

−

 + e2i . Khi ñoù. 

A) Rez = e-2 + cos2, Imz = e-2 + sin2 

B) Rez = 
5

e 2−
 + cos2, Imz = 

5
e2 2−

 - sin2 
 

C) Rez = 
5

e 2−
 + cos2, Imz = 

5
e2 2−

 + sin2 

D) Rez = e-2 + cos2, Imz = 2e-2 + sin2 
 

Câu  27  Phaàn thöïc vaø  phaàn aûo cuûa soá phöùc z =   laø: iei
i
i 35

2
31 −+−
+
+

A) Rez = 1 + cos3, Imz =  -sin3  
B) Rez = 1 + cos3, Imz =  sin3 

C) Rez = 1 + cos3, Imz = 2 – sin3 
D) Rez = 1 – cos3, Imz = -2 – sin3 

Caâu 28  Cho soá phöùc z = r(cosϕ + isinϕ) ≠ 0. Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A)  z r k
n

i=
+

+(cos sin k
n

n n +ϕ π ϕ π2 2 ); k = 2, 3,..., n+1;  n laø soá nguyeân döông. 

B) 
n

2ksini
n

2k(cosrz nn πϕπϕ −
+

−
= ); k = 0, 1,..., n-1 ;  n laø soá nguyeân döông. 

C) (cosϕ + isinϕ)-2n  =  cosn2ϕ -isinn2ϕ . D) Neáu   Rez ≠ 0  thì  Re(zn)≠ 0. Neáu  Imz ≠ 0  thì  
Im(zn)  ≠ 0. 

Caâu  29   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A)  (cosϕ ± isinϕ)n  =   cosnϕ  ± i sinnϕ , ∀n∈Z.   B) Phöông trình ez ieπ.2014  voâ nghieäm. =
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C) Cho hai soá phöùc khaùc 0 laø  z1 = r1 1
ϕi

e ,  z2 = r2 2
ϕi

e . Khi ñoù : z1 = z2  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

πϕϕ k
rr

212

21

m

D) n)]isin   =  n[r(cos ϕϕ ± r (cosnϕ ±  i sinnϕ) , ∀n∈Z.  

Caâu 30 Trong maët phaúng phöùc cho caùc taäp hôïp ñieåm { }21: −=−−= zizzE , 

=F { 332: ≤+− izz }. Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Taäp E khoâng bò chaën vaø F laø taäp 
compact. 

B) Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm  -2+3i  baùn 
kính baèng 3. 

 

C) Taäp E laø taäp khoâng bò chaën. 
D) Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm  2-3i   baùn 

kính baèng 3. 
 

Caâu 31 Trong maët phaúng phöùc cho caùc taäp hôïp ñieåm { 1/ zzzE −= = z z− 2 , z z1 2 }≠ ,  

{ }91/ ≤+−= izzF . Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A)Taäp F laø taäp compact. 
B) Taäp E laø ñöôøng trung tröïc cuûa ñoaïn thaúng 
noái z1 vôùi z2. 

C) Taäp E laø taäp khoâng bò chaën. 
D)Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm -1+i  baùn 
kính baèng 9. 

Caâu 32 Trong maët phaúng phöùc cho caùc taäp hôïp ñieåm { }21: −=+−= zizzE , 

=F { 1632: ≤+− izz }. Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Taäp E khoâng bò chaën vaø F laø taäp 
compact. 

B) Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm  -2+3i  baùn 
kính baèng 4 . 

 

C) Taäp E laø taäp khoâng bò chaën. 
D) Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm  2-3i   baùn 

kính baèng 16. 
 

Caâu 33 Trong maët phaúng phöùc cho caùc taäp hôïp ñieåm { }41: −=+−= zizzE , 

=F { 332: ≤−− izz }. Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Taäp E khoâng bò chaën vaø F laø taäp compact. 
B) Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm  2+3i  baùn kính baèng 9. 
C) Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm  2+3i   baùn kính baèng 3. 
D) Taäp E laø ñöôøng trung tröïc cuûa ñoaïn thaúng noái 1+i vôùi 2. 

Caâu 34 Trong maët phaúng phöùc cho caùc taäp hôïp ñieåm { }31: ≤+−= izzE , 

=F { 543: >+− izz }. Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Taäp E laø hình troøn ñoùng taâm i−1  baùn kính baèng 3. 
B) Taäp F laø hình troøn môû taâm i43−  baùn kính baèng 5.  
C) Caùc taäp E vaø F ñeàu laø caùc taäp lieân thoâng. 
D) Taäp E laø taäp bò chaën (giôùi noäi). 

Caâu 35  Trong maët phaúng phöùc cho caùc taäp hôïp ñieåm { }izizzE +−=−+= 31: , 

=F { 423: ≤−− izz }. Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Taäp F laø hình troøn ñoùng taâm i23 +  baùn kính baèng 4 .  
B) Taäp E laø ñöôøng trung tröïc cuûa ñoaïn thaúng noái hai ñieåm i+−1  vaø i−3 . 
C) Caùc taäp E vaø F ñeàu laø caùc taäp lieân thoâng. 
D) Hai taäp E vaø F  ñeàu laø taäp bò chaën (taäp giôùi noäi). 
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Caâu 37   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) (cosϕ ± isinϕ)n  =   cosnϕ  ± i sinnϕ , ∀n∈Z.    B) Phöông trình ez  voâ nghieäm. ie π3.2016 −=

C) Cho hai soá phöùc khaùc 0 laø  z1 = r1 ,  z2 = r2 . Khi ñoù : z1 = z2  ⇔   1
ϕi

e 2
ϕi

e
⎩
⎨
⎧

±=
=

πϕϕ k
rr

212

21

D)   =  n)]isin[r(cos ϕϕ m nr (cosnϕ  i sinnϕ) , ∀n∈Z.  m
 

Caâu 38   Cho caùc soá phöùc z1 = a1 + ib1 , z2 = a2 + ib2. Khaúng ñònh naøo sao ñaây sai? 
A)  z1

 ± z2 = (a1± a2) +i(b1 ± b2) 
B) z1. z2 =  (a1a2 –b1b2 ) + i(a1b2 +a2b1) 

C) 2
2

2
2

2211

2

1

ba
)iba)(iba(

z
z

+
−+

= , vôùi z2 ≠ 0. 

D) z1 +1-i= z2   
⎩
⎨
⎧

=−
=+

⇔
21

21

b1b
a1a

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Chương 2                                HÀM BIẾN PHỨC 
 

TRAÉC NGHIEÄM ÑUÙNG SAI  

Caâu 1  Neáu  caùc haøm thöïc u(x,y), v(x,y) bò chaën treân mieàn D thì haøm phöùc           
 = u(x,y) +i v(x,y) bò chaën (veà mudun) treân D. )(zf

Caâu 2  Neáu haøm phöùc ),(),()( yxivyxuzf +=  bò chaën (veà mudun) treân D thì  caùc haøm 
thöïc u(x,y), v(x,y) bò chaën treân mieàn D. 

Caâu 3  Neáu  caùc haøm thöïc u(x,y), v(x,y) coù giôùi haïn khi (x,y) → (xo,yo) thì haøm phöùc  
  coù giôùi haïn  khi z → zo = xo+iyo. ),(),()( yxivyxuzf +=

Caâu 4  Neáu haøm phöùc  ),(),()( yxivyxuzf +=   coù giôùi haïn  khi z → zo = xo+iyo thì caùc 
haøm thöïc u(x,y), v(x,y) coù giôùi haïn khi (x,y) → (xo,yo) . 

Caâu 5  Neáu  caùc haøm thöïc u(x,y), v(x,y) lieân tuïc treân mieàn D thì haøm phöùc  
 lieân tuïc treân D. ),(),()( yxivyxuzf +=

Caâu 6  Neáu  caùc haøm thöïc u(x,y), v(x,y) khoâng lieân tuïc treân mieàn D thì haøm phöùc  
cuõng khoâng lieân tuïc treân D. ),(),()( yxivyxuzf +=

Caâu 7 Neáu haøm phöùc  ),(),()( yxivyxuzf += khoâng lieân tuïc treân mieàn D thì caùc haøm 
thöïc u(x,y), v(x,y) khoâng lieân tuïc treân mieàn D. 

PHAÀN TRAÉC NGHIEÄM LÖÏA CHOÏN 
( Choïn moät trong 4 caâu : A, B, C, D ) 

Caâu 8  Meänh ñeà naøo sau ñaây sai? 
A) Neáu  caùc haøm thöïc u(x,y), v(x,y) khoâng lieân tuïc treân mieàn D thì haøm phöùc  

),(  cuõng khoâng lieân tuïc treân D. ),()( yxivyxuzf +=
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B) Neáu haøm thöïc u(x,y) khoâng lieân tuïc treân mieàn D thì haøm phöùc 
),(  cuõng khoâng lieân tuïc treân D. ),()( yxivyxuzf +=

C) Neáu haøm thöïc v(x,y) khoâng lieân tuïc treân mieàn D thì haøm phöùc  
),(  cuõng khoâng lieân tuïc treân D. ),()( yxivyxuzf +=

D)  Neáu haøm phöùc  ),(),()( yxivyxuzf +=  khoâng lieân tuïc treân mieàn D thì haøm u(x,y) 
khoâng lieân tuïc treân mieàn D. 

Caâu 9  Cho haøm soá  = )(zf
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠

0  z khi          A

0  z     khi
z

zRez
2 , vôùi A laø haèng soá. Khaúng ñònh naøo sau 

ñaây ñuùng? 
A) Haøm f(z) lieân tuïc taïi 0 khi A = 0. 
B) Haøm f(z) lieân tuïc taïi 0 khi A = 1. 
C) Haøm f(z) lieân tuïc taïi 0 khi A = -1. 
D) Haøm f(z) khoâng lieân tuïc taïi 0 vôùi moïi A. 

Caâu 10   Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A) Phöông trình 5−=ze  voâ nghieäm. 
B) Phöông trình sinz = 7 voâ nghieäm. 
C) Phöông trình sin2z – 5sinz + 6 = 0 voâ nghieäm. 
D) Caû A, B, C ñeàu sai. 

Câu 11  Ảnh của đường thẳng  y = x qua phép biến hình  = u +iv  là 
z

w 1
=

A) ñöôøng thẳng u = v.           C) nöûa ñöôøng thẳng u = v, vôùi v > 0. 
B) ñöôøng thẳng u = -v.           D) nöûa ñöôøng thẳng u = -v, vôùi v < 0. 

Câu 12  Ảnh của đường thẳng  y = -x qua phép biến hình  = u +iv  là 
z

w
3
1

=

A) ñöôøng thẳng u = v.           C) nöûa ñöôøng thẳng u = v, vôùi v > 0. 
B) ñöôøng thẳng u = -v.   D) nöûa ñöôøng thẳng u = -v, vôùi v < 0. 

Caâu 13  AÛnh cuûa ñöôøng thaúng y = 
8
π  qua pheùp bieán hình w =  = u +iv  laø  ze 4−

A) ñöôøng thaúng u = 0. 
     B) tia argw = -π/2. 
 

tia argw = π/2. 
ñöôøng thaúng v = 0. 
 

Câu 14  Ảnh của đường thẳng  y = 0 qua phép biến hình w = e2- 2iz  = u +iv  là 

A) Đường tròn u2 + v2 = 4e     C) Đường thẳng v = 0 
B) Đường tròn u2 + v2 = 2e     D) Đường thẳng u = 0 

Câu 15  Ảnh của đường thẳng  y = 0 qua phép biến hình  = u +iv  là izew += 3

A) ñöôøng thẳng u = 0.          C) ñöôøng tròn u2 + v2 = 6e . 
B) ñöôøng tròn u2 + v2 = 3e .   D) ñöôøng thẳng v = 0. 
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Câu 16  Ảnh của đường thẳng  y = 0 qua phép biến hình w = e1- 2iz  = u +iv  là 

A)Đường thẳng u = 0    B) Đường thẳng v = 0. 

C) Đường tròn u2 + v2 = e2    D) Đường tròn u2 + v2 = 1 

Câu 17  Ảnh của đường troøn  qua phép biến hình  = u +iv  là 422 =+ yx 3zw =

A) ñöôøng troøn u2 + v2 = 16.   B) ñöôøng tròn u2 + v2 = 8 . 
D) ñöôøng tròn u2 + v2 = 64 .   D) ñöôøng troøn u2 + v2 = 4 . 

Câu 18 Phaàn thöïc vaø phaàn aûo cuûa haøm phöùc =   

laø: 

),(),()( yxivyxuzf += zei
i
i 35

21
31

+−
−
+

A) ,  yeyxu x 3cos1),( 3+−= yeyxv x 3sin),( 3=

B) ,  yeyxu x 3cos1),( 3+= yeyxv x 3sin),( 3=

C) ,  yeyxu x 3cos),( 3= yeyxv x 3sin),( 3=

D) ,  yeyxu x 3cos1),( 3+−= yeyxv x 3sin),( 3−=

Câu 19  Phaàn thöïc vaø  phaàn aûo cuûa haøm phöùc  =   laø: ize
i

zf −+
−

=
1

4)( ivu +

A) ,  xeu y cos2 += xev y sin2 −=
B) ,  xeu y cos2 += xev y sin2 +=

C) ,  xeu y cos4 −+= xev y sin4 −−=
D) ,  xeu y cos4 += xev y sin4 −=

Câu 20  Ảnh của đường thẳng  y = -1 qua phép biến hình w = e1+ iz  = u +iv  là 

A)Đường tròn u2 + v2 =     B) Đường thẳng v = 0. 4e

C)Đường tròn u2 + v2 =     D) Đường thẳng u = 0 2e

Câu 21  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai ? 

A) Haøm w = 5 z   laø haøm naêm trò . 

B) Haøm w =
1z

z
2 +

laø haøm ñôn trò xaùc ñònh treân toaøn maët phaúng. 

C) Haøm phöùc f(z) = u(x,y) +i v(x,y) bò chaën (veà mudun) treân mieàn D khi vaø chæ khi 
caùc haøm thöïc u(x,y), v(x,y) bò chaën treân mieàn D 

Cho haøm bieán phöùc f(z) = u(x,y) +iv(x,y),  z0 = x0 +iy0 vaø giaû söû caùc giôùi haïn ñeàu toàn 
taïi. Khi ñoù: + i  

o

o0
yy
xx

)y,x(ulim)z(f
zz

lim

→
→

=
→

o

o
yy
xx

)y,x(vlim

→
→

Câu 22 Cho haøm phöùc f(z) = zez = u + iv coù phaàn thöïc vaø phaàn aûo laø: 

A) u = xexsiny + yexcosy  , v = xexcosy  - yexsiny 

B) u = xexcosy - yexsiny  , v = xexsiny + yexcosy  

C) u = xexcosy  , v = - yexsiny 

D) moät keát quaû khaùc. 
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Chương 3                  ĐẠO HÀM CỦA HÀM BIẾN PHỨC  
TRAÉC NGHIEÄM ÑUÙNG SAI  

Caâu 1  Haøm phöùc w = f(z) giaûi tích trong mieàn D khi vaø chæ khi f(z) coù ñaïo haøm taïi 
moïi z trong D. 

Caâu 2 Haøm phöùc w = f(z) giaûi tích taïi ñieåm zo  khi vaø chæ khi f(z) coù ñaïo haøm taïi 
ñieåm zo. 

Caâu 3 Cho haøm phöùc  f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Neáu haøm f(z) khaû vi taïi zo = xo+iyo  thì 
caùc haøm u(x,y) , v(x,y) thoûa ñieàu kieän Cauchy – Riemann    (C-R)  taïi ñieåm (xo,yo) . 

Caâu 4 Haøm phöùc w = f(z) giaûi tích taïi ñieåm zo  khi vaø chæ khi f(z) giaûi tích trong moät 
mieàn môû naøo ñoù chöùa ñieåm zo. 

Caâu 5 Cho haøm phöùc  f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Neáu caùc haøm u(x,y) , v(x,y) thoûa ñieàu 
kieän Cauchy – Riemann    (C-R)  taïi ñieåm (xo,yo)  thì  f(z) khaû vi taïi zo = xo+iyo . 

Caâu 6  Haøm phöùc w = f(z) giaûi tích trong mieàn D khi vaø chæ khi f(z) khaû vi taïi moïi z 
trong D. 

Caâu 7 Haøm phöùc w = f(z) giaûi tích taïi ñieåm zo  khi vaø chæ khi f(z) khaû vi taïi ñieåm zo. 

PHAÀN TRAÉC NGHIEÄM LÖÏA CHOÏN 
(choïn 1 trong caùc caâu A, B, C, D) 

Caâu 8 Cho haøm phöùc f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Neáu haøm f(z) giaûi tích treân toaøn maët phaúng thì caùc haøm u(x,y), v(x,y) ñieàu hoøa vaø 
thoûa ñieàu kieän Cauchy- Riemann treân toaøn maët phaúng. 

B) Neáu u(x,y) khoâng laø haøm ñieàu hoøa treân mieàn D thì f(z) khoâng giaûi tích treân D. 

C) Neáu v(x,y) khoâng laø haøm ñieàu hoøa treân mieàn D thì f(z) khoâng giaûi tích treân D. 

D) Neáu f(z) khoâng giaûi tích treân mieàn D thì haøm u(x,y) khoâng ñieàu hoøa treân D. 

Caâu 9  Cho haøm phöùc f(z) = u(x,y) +iv(x,y) khaû vi taïi z = x+iy. Khi ñoù ñaïo haøm f’(z) 
ñöôïc tính bôûi coâng thöùc: 
A) f’(z) = .                                      B) f’(z) =  '

y
'
y ivu + '

y
'
x ivu +

C) f’(z) =                                        D) f’(z) =  '
x

'
x ivu + '

x
'
x vu +

Câu 10  Khẳng định nào sau đây sai? 

A) Nếu các hàm u(x,y) và v(x,y) điều hòa vaø thoûa ñieàu kieän Cauchy – Reimann trên 
miền D thì f(z) = u(x,y) + iv(x,y) giải tích trên mieàn D. 
B) Nếu hàm phức f(z) = u(x,y) + iv(x,y) không khaû vi trên mieàn D thì các hàm u(x,y), 
v(x,y) không khaû vi trên miền D. 
C) Nếu hàm phức f(z) = u(x,y) + iv(x,y) khả vi tại điểm z = xo+iyo thì các hàm u(x,y), 
v(x,y) khaû vi vaø thỏa điều kiện Cauchy – Reimann tại (xo,yo). 
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D) Nếu hàm u(x,y) không điều hòa trên miền D thì f(z) = u(x,y)+iv(x,y) không giải 
tích trên D. 

Caâu 11  Cho haøm phöùc f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Neáu caùc haøm u(x,y), v(x,y) ñieàu hoøa vaø thoûa ñieàu kieän Cauchy- Riemann treân 
toaøn maët phaúng thì haøm f(z) giaûi tích treân toaøn maët phaúng. 

B) Neáu f(z) khoâng giaûi tích treân mieàn D thì haøm v(x,y) khoâng ñieàu hoøa treân D. 

C) Neáu u(x,y) khoâng laø haøm ñieàu hoøa treân mieàn D thì f(z) khoâng giaûi tích treân D. 

D) Neáu v(x,y) khoâng laø haøm ñieàu hoøa treân mieàn D thì f(z) khoâng giaûi tích treân D. 
Câu 12  Khẳng định nào sau đây sai? 

A) Nếu các hàm u(x,y) và v(x,y) điều hòa vaø thoûa ñieàu kieän Cauchy – Reimann trên 
miền D thì f(z) = u(x,y) + iv(x,y) giải tích trên mieàn D. 

B) Nếu hàm phức f(z) = u(x,y) + iv(x,y) không khaû vi trên mieàn D thì các hàm u(x,y), 
v(x,y) không khaû vi trên miền D. 

C) Nếu hàm phức f(z) = u(x,y) + iv(x,y) khả vi tại điểm z = xo+iyo thì các hàm u(x,y), 
v(x,y) khaû vi vaø thỏa điều kiện Cauchy – Reimann tại (xo,yo). 

D) Nếu hàm u(x,y) không điều hòa trên miền D thì f(z) = u(x,y)+iv(x,y) không giải 
tích trên D. 

Câu 13  Khẳng định nào sau đây sai? 

A)Nếu các hàm u(x,y) và v(x,y) điều hòa vaø thoûa ñieàu kieän Cauchy – Riemann trên miền D 
thì f(z) = u(x,y) + iv(x,y) giải tích trên mieàn D. 
B)Nếu hàm u(x,y) không điều hòa trên miền D thì f(z) = u(x,y)+iv(x,y) không giải tích trên D. 
C)Nếu hàm phức f(z) = u(x,y) + iv(x,y) không khaû vi trên mieàn D thì caùc hàm u(x,y) vaø v(x,y) 
không khaû vi trên miền D. 
D)Nếu hàm phức f(z) = u(x,y) + iv(x,y) khả vi tại điểm z = xo+iyo thì các hàm u(x,y), v(x,y) 
khaû vi vaø thỏa điều kiện Cauchy – Riemann tại (xo,yo). 

Câu 14 Trong mặt phẳng phức, cho các hàm số , 
. Khẳng định nào sau đây đúng? 

5933),( 22 +−−= yyxyxu
596 ++= xxyv

A) u, v là các hàm điều hòa liên 
hợp 
B) u điều hòa, v không điều hòa. 
 

C) u, v điều hòa nhưng không là các hàm điều hòa 
liên hợp. 
D) v điều hòa, u không điều hòa 

Câu 15 Trong mặt phẳng phức, cho các hàm số , . 
Khẳng định nào sau đây đúng? 

xyyxu 522 +−= yxxyv 222 −+=

A)u, v là các hàm điều hòa liên hợp C)v điều hòa, u không điều hòa 
B)u điều hòa, v không điều hòa. D)u, v điều hòa nhưng không phải là các hàm điều hòa 

liên hợp.  
 

Câu16 Trong mặt phẳng phức, cho các hàm số , +2y. 
Khẳng định nào sau đây đúng? 

xyyxu 844 22 +−= 33 22 xyyxv −=

A) u, v là các hàm điều hòa liên hợp 
B) u điều hòa, v không điều hòa. 
 

C) u, v điều hòa nhưng không là các hàm điều hòa liên 
hợp. 

D)v điều hòa, u không điều hòa 
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Câu 17 Trong mặt phẳng phức, cho các hàm số , 
+2x. Khẳng định nào sau đây đúng? 

xyyxu 1044 22 +−=
33 22 xyyxv −=

A) u, v là các hàm điều hòa liên 
hợp 

B) u điều hòa, v không điều hòa. 
 

C) u, v điều hòa nhưng không là các hàm điều hòa 
liên hợp. 

D) v điều hòa, u không điều hòa 

Câu 18 Trong mặt phẳng phức, cho các hàm số , . 
Khẳng định nào sau đây đúng? 

xyyxu 1022 22 +−= 33 66 xyyxv −=

A) u, v là các hàm điều hòa liên 
hợp 

B) u điều hòa, v không điều hòa. 
 

C) v điều hòa, u không điều hòa 
D) u, v điều hòa nhưng không là các hàm điều hòa 

liên hợp. 
 

Câu 19 Trong mặt phẳng phức, cho các hàm số . 

Khẳng định nào sau đây đúng? 

2 2;u x y x y v x y xy2= + − = − +

A)u điều hòa, v không điều hòa. B)v điều hòa, u không điều hòa 
C)u, v là các hàm điều hòa liên hợp D)u, v điều hòa nhưng không phải là các 

hàm điều hòa liên hợp.  
 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………. 

Chương 4                  TÍCH PHÂNHÀM BIẾN PHỨC  
TRAÉC NGHIEÄM ÑUÙNG SAI 

Caâu 1  Neáu haøm phöùc  f(z) giaûi tích trong toaøn maët phaúng phöùc thì ∫ =
C

0dz)z(f , vôùi 

C laø ñöôøng troøn baát kyø trong maët phaúng phöùc. 

Caâu 2  Neáu haøm f(z) giaûi tích treân mieàn kín ñôn lieân bò chaën D  vôùi bieân  laø C, zo laø 

ñieåm trong cuûa D thì )z(f
!n
i2

)zz(
dz)z(f

0
)n(

1n
0c

π
=

−∫ +
  , n = 0, 1,2, .......… 

Caâu 3  Neáu haøm f(z) giaûi tích vaø bò chaën trong toaøn  maët phaúng thì noù laø haøm haèng. 

Caâu 4  Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn bò chaën D  coù bieân bao goàm caùc ñöôøng 
cong C0 , C1, C2,........,Cn  khoâng thoâng nhau vaø C0 bao C1, C2,........,Cn  thì 

   f z dz
C

( )
0

∫ = f z dz
C

( )
1

∫ + f z dz
C

( )
2

∫ +......……....+ ∫
nC

dzzf )(  

trong ñoù chieàu ñi treân C0 , C1, C2,........,Cn ñoàng thôøi cuøng chieàu kim ñoàng hoà. 

Caâu 5  Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn bò chaën D  coù bieân bao goàm caùc ñöôøng 
cong C0 , C1, C2,........,Cn  khoâng thoâng nhau vaø C0 bao C1, C2,........,Cn  thì 

   f z dz
C

( )
0

∫ = f z dz
C

( )
1

∫ + f z dz
C

( )
2

∫ +......……....+ ∫
nC

dzzf )(  

trong ñoù chieàu ñi treân C0 , C1, C2,........,Cn ñoàng thôøi ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà. 
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Caâu 6  Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn ña lieân D vaø C1, C2 laø hai ñöôøng cong baát 
kyø trong D coù cuøng ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái thì  = . ∫

C
dz)z(f

1

∫
C

dz)z(f
2

Caâu 7 Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn ñôn lieân hoaëc ña lieân D vaø C1, C2 laø hai 
ñöôøng cong baát kyø trong D coù cuøng ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái thì  = . ∫

C
dz)z(f

1

∫
C

dz)z(f
2

Caâu 8  Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn ñôn lieân D vaø C1, C2 laø hai ñöôøng cong baát 
kyø trong D coù cuøng ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái thì  = . ∫

C
dz)z(f

1

∫
C

dz)z(f
2

Caâu 9  Neáu haøm  f(z)  giaûi tích trong mieàn bò chaën  D  vaø treân bieân  C cuûa  D  thì 
f z dz

C

( )∫ = 0, trong ñoù chieàu ñi treân C laø chieàu aâm. 

Caâu 10  Neáu haøm  f(z)  giaûi tích trong toaøn maët phaúng phöùc thì 

)a(if2
az
dz)z(f

1az

π=
−∫

=−

. 

Caâu 11  Neáu haøm  f(z)  giaûi tích trong toaøn maët phaúng phöùc thì 

)a('if2
)az(

dz)z(f

1az
2 π=

−∫
=−

. 

Caâu 12  Cho a, b laø caùc haèng soá phöùc vaø C laø ñöôøng troøn baát kyø trong maët         
phaúng phöùc. Neáu hai haøm phöùc f(z), g(z)  giaûi tích treân toøan maët phaúng thì 
( )∫ =+

C
dzzbgzaf 0)()( . 

PHAÀN TRAÉC NGHIEÄM LÖÏA CHOÏN 
( Choïn moät trong 4 caâu : A, B, C, D ) 

Caâu 13  Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A)Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn ñôn lieân hoaëc ña lieân D vaø C1, C2 laø hai ñöôøng 
cong baát kyø trong D coù cuøng ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái thì  = . ∫

C
dz)z(f

1

∫
C

dz)z(f
2

B)Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn ñôn lieân D vaø C1, C2 laø hai ñöôøng cong baát kyø 
trong D coù cuøng ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái thì  = . ∫

C
dz)z(f

1

∫
C

dz)z(f
2

C)Neáu haøm f(z) giaûi tích trong mieàn ña lieân D vaø C1, C2 laø hai ñöôøng cong baát kyø 
trong D coù cuøng ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái thì  = . ∫

C
dz)z(f

1

∫
C

dz)z(f
2

D) Caû A, B, C ñeàu ñuùng. 
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Caâu 14  Cho haøm phöùc w = f(z) giaûi tích treân toaøn maët phaúng vaø caùc ñöôøng troøn     

C1 : |z-2i|= 1 ; C2 : |z+2i|= 1 ; C3 : |z-5|= 1 ; C : |z | = 9 . Ñaët I= ∫ −+C
22 )5z)(4z(

dz)z(f  ; 

I1= ∫ −+
1

C
22 )5z)(4z(

dz)z(f ; I2 = ∫ −+
2

C
22 )5z)(4z(

dz)z(f ; I3 = ∫ −+
3

C
22 )5z)(4z(

dz)z(f  . Khi ñoù : 

A)  I = I1 +I2 +I3                                             B) I = I1 +I2   

C) I3  = I1 +I2 +I                                             D) Caû ba caâu A, B, C ñeàu sai. 

Caâu 15  Cho haøm phöùc w = f(z) giaûi tích treân toaøn maët phaúng vaø caùc ñöôøng troøn      

C1 : |z-i|= 
4
1  ; C2 : |z+i|= 

4
1  ; C3 : |z+3|= 

4
1  ; C : |z | = 2 .  

Ñaët I= ∫
++C

22 )3z)(1z(
dz)z(f  ; I1= ∫

++
1C

22 )3z)(1z(
dz)z(f ; I2 = ∫

++
2C

22 )3z)(1z(
dz)z(f ;  

I3 = ∫
++

3C
22 )3z)(1z(

dz)z(f  . Khi ñoù : 

A)  I3  = I1 +I2 +I                                           B)  I = I1 +I2 +I3  

C)  I = I1 +I2                                                  D)  Caû ba caâu a), b), c) ñeàu sai. 

Caâu 16  Cho haøm phöùc w = f(z) giaûi tích treân toaøn maët phaúng vaø caùc ñöôøng troøn     

C1 : |z-i|= 
4
1  ; C2 : |z+i|= 

4
1  ; C3 : |z+3|= 

4
1  ; C : |z | = 2 . Ñaët I= ∫

++C
22 )3z)(1z(

dz)z(f  ; 

I1= ∫
++

1C
22 )3z)(1z(

dz)z(f ; I2 = ∫
++

2C
22 )3z)(1z(

dz)z(f ; I3 = ∫
++

3C
22 )3z)(1z(

dz)z(f  . Khi ñoù : 

A)  I = I1 +I2 +I3                                             B) I = I1 +I2   

C) I3  = I1 +I2 +I                                              D) Caû ba caâu A), B), C) ñeàu sai. 

Caâu 17  Cho haøm phöùc w = f(z) giaûi tích treân toaøn maët phaúng vaø caùc ñöôøng troøn     

C1 : |z-4i|= 2 ; C2 : |z+3i|= 2 ;  C3 : |z|= 8 ; C4 : |z-4| = 2 . Ñaët I1= ∫ −+
1

22 59C zz
dzzf

))((
)( ;   I2 

= ∫ −+
2

22 59C zz
dzzf

))((
)( ; I3 = ∫ −+

3
22 59C zz

dzzf
))((

)( ; I4 = ∫ −+
4

22 59C zz
dzzf

))((
)(   .  Khi ñoù : 

A)  I4  = I1 +I2 +I3                                              B) I3  = I1 +I2 +I4   

C)  I4 = I1 +I2                                                     D) Caû  A, B, C ñeàu sai. 

Caâu 18  Khaúng ñònh naøo sao ñaây sai? 

Hàm biến phức và Phép biến đổi Laplace………………………………………………….……Trang 124 



  

A) Haøm  f(z)  coù ñaïo haøm treân toaøn maët phaúng phöùc khi vaø chæ khi f(z) giaûi tích trong toaøn 
maët phaúng phöùc. 

B) Haøm f(z) = zez 58 +   coù ñaïo haøm treân toaøn maët phaúng phöùc neân giaûi tích treân toaøn maët 
phaúng phöùc. 

C) 
( )

)58(2
1

8 5

6

5

2
2 eidz

z

ez

iz

z
+=

−

+
∫

=+
π                                D)  

( )
)58(2

1

8 5

2

5

6
2 eidz

z

ez

iz

z
+=

−

+
∫

=−
π  

Caâu 19  Khaúng ñònh naøo sao ñaây sai? 
A)Haøm  f(z)  coù ñaïo haøm treân toaøn maët phaúng phöùc khi vaø chæ khi f(z) giaûi tích trong toaøn 
maët phaúng phöùc. 
B)Haøm f(z) = 7z+ez coù ñaïo haøm treân toaøn maët phaúng phöùc neân giaûi tích treân toaøn maët 
phaúng phöùc. 

C)
( )

)7(2
3

7 3

2
2 eidz

z

ez

z

z
+=

−

+
∫
=

π                                          D)  
( )

)7(2
3

)7( 3

4 2
2 ei

z

dzez

z

z
+=

−

+
∫

=−
π  

Caâu 20  Khaúng ñònh naøo sao ñaây sai? 
A)Haøm  f(z)  coù ñaïo haøm treân toaøn maët phaúng phöùc khi vaø chæ khi f(z) giaûi tích trong toaøn 
maët phaúng phöùc. 
B)Haøm f(z) = ze5z  coù ñaïo haøm treân toaøn maët phaúng phöùc neân giaûi tích treân toaøn maët phaúng 
phöùc. 

C)
( )

5
5

12
14

2 ie
z

dzze

iz

z
π=

−
∫
=−

                                              D)  
( )

5

3

5
12

11
2 ie

z
dzze

z

z
π=

−
∫

=−
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Chương 5                           CHUỖI HÀM BIẾN PHỨC  
TRAÉC NGHIEÄM ÑUÙNG SAI 

Caâu 1  Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa haøm f(z) thì ∞=
→

)z(flim
az

 

Caâu 2 Neáu a laø cöïc ñieåm cuûa haøm f(z) vaø  vôùi   thì 

a laø cöïc ñieåm caáp  m cuûa haøm f(z) 

A)z(f)az(lim m

az
=−

→
)A,0A( ∞≠≠

Caâu 3 Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa haøm f(z)thì a laø cöïc ñieåm caáp 1 cuûa haøm  
               g(z) = (z – a)m-1f(z)  
Caâu 4 Neáu a laø khoâng ñieåm caáp m cuûa haøm f(z)thì a laø cöïc ñieåm caáp 1 cuûa haøm  

                1m)az(
)z(f)z(g +−

=  

Caâu 5 Neáu a laø cöïc ñieåm cuûa haøm f(z) vaø thì a laø cöïc ñieåm caáp 

m cuûa haøm f(z). 

0)z(f)az(lim m

az
≠−

→

Caâu 6 Neáu a laø cöïc ñieåm cuûa haøm f(z) vaø  thì a laø cöïc ñieåm      

caáp < m cuûa haøm f(z) 

0)z(f)az(lim m

az
=−

→

Caâu 7 Neáu a laø ñieåm baát thöôøng boû ñöôïc cuûa haøm f(z) thì  0)z(flim
az

=
→
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Caâu 8  Neáu a laø cöïc ñieåm cuûa haøm f(z) vaø  thì a laø cöïc ñieåm caáp 

m cuûa haøm f(z). 

0)z(f)az(lim m

az
=−

→

Caâu 9   Baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi luõy thöøa laø duy nhaát. 

Caâu 10  Ñieåm z = 0 laø cöïc ñieåm caáp 2 cuûa haøm phöùc : f(z) = 
2z
zsin . 

Caâu 11  Ñieåm z = 0 laø cöïc ñieåm caáp 2 cuûa haøm phöùc : f(z) = 3z
zcos . 

PHAÀN TRAÉC NGHIEÄM LÖÏA CHOÏN 
( Choïn moät trong 4 caâu : A, B, C, D ) 

Caâu 12  Giaû söû a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa haøm f(z). Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A)Khai trieån Laurent cuûa f(z) quanh a coù daïng:   

      n
nm

m
m

m )az(
n

a
az

a
.....

)az(
a

)az(
a

)z(f −
∞+

=
+

−
++

−
+

−
= ∑−

−
+−−

0

1
1

1  vôùi a-m ≠ 0.  

B) ∞=
→

)z(flim
az

.  

C) 0)z(flim
az

=
→

.                                   D) , A ≠ 0 vaø A≠  ∞. A)z(f)az(lim m

az
=−

→

Caâu 13   Cho haøm f(z) = z2 ez
1

  .  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A)f(z) =z2+z+
!.!.!.! 5

1
4

1
3

1
2
1

32 zzz
+++ +… 

B)z = 0 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa f(z). 
 

B) z = 0 laø cöïc ñieåm caáp 2 cuûa 
f(z). 

D) 0dzez
12z

z
1

2 =∫
=−

 

Caâu 14   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A)  Baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi luõy thöøa (neáu coù) thì duy nhaát. 
B)  Hình troøn hoäi tuï cuûa chuoãi luõy thöøa (neáu coù) thì duy nhaát. 

C)  Chuoãi ∑
∞

= +
+

1 2
)6(

n
nn

n

n
iz  coù baùn kính hoäi tuï laø 2

2
)1(2lim

11

=
+
++

=
++

∞→ nn

nn

n n
nR  

D)  Chuoãi ∑
∞

= +
−

1 53
)6(

n
n

nzin coù hình troøn hoäi tuï laø 56 <− iz . 

Caâu 15   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A) Hình troøn hoäi tuï cuûa chuoãi luõy thöøa (neáu coù) thì duy nhaát. 
B)Baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi luõy thöøa (neáu coù) thì duy nhaát. 

C)Chuoãi ∑
∞

= +
++

1 71
)8)(1(

n
n

nizn coù baùn kính hoäi tuï laø 7
2

)71(
)71(

1lim
1

=
+

+
⋅

+
+

=
+

∞→ n
nR

n

nn
 

D)Chuoãi ∑
∞

= +
+

1 71
)8(

n
n

nizn coù hình troøn hoäi tuï laø 78 ≤+ iz . 

Caâu 16   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A) Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa haøm f(z) thì ∞=

→
)z(flim

az
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B) Neáu a laø cöïc ñieåm cuûa haøm f(z) vaø A)z(  vôùi )A   thì a laø 

cöïc ñieåm caáp  m cuûa haøm f(z) 

f)az(lim m

az
=−

→
,0A( ∞≠≠

C) z = 1 laø cöïc ñieåm caáp 2 cuûa haøm f(z) = 2)1z(
)1zsin(

−
−  

D) z = 1 laø cöïc ñieåm caáp 2 cuûa haøm f(z) = 2

z

)1z(
ze
−

 

Caâu 17   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa haøm f(z) thì khai trieån Laurent cuûa f(z) quanh ñieåm 

a coù daïng :  n
n

1
1m

1m
m

m )az(
0n
a

az
a

....
)az(

a
)az(

a
)z(f −

∞+

=
+

−
++

−
+

−
= ∑−

−
+−−  vôùi a-m ≠ 0. 

B) Neáu khai trieån Laurent cuûa f(z) quanh ñieåm a coù daïng 

n
nm

m
m

m )az(
n

a
az

a
.....

)az(
a

)az(
a

)z(f −
∞+

=
+

−
++

−
+

−
= ∑−

−
+−−

0

1
1

1  vôùi a-m ≠ 0  thì a laø cöïc ñieåm 

caáp m cuûa haøm f(z). 

C) Haøm f(z) = 
z

zsin  coù cöïc ñieåm ñôn z = 0. 

D) Haøm f(z) = 22 )1z(z
2
+

 coù 3 cöïc ñieåm laø z = 0, z = i, z = -i. 

.……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Chương 6                          THẶNG DƯ VÀ ỨNG DỤNG 

TRAÉC NGHIEÄM ÑUÙNG SAI 

Caâu 1  Neáu a laø ñieåm baát thöôøng boû ñöôïc cuûa haøm f(z) thì [ ] 0a),z(fsRe = . 
Caâu 2  Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m (m > 1)  cuûa haøm f(z) thì [ ] 0a),z(fsRe ≠ . 
Caâu 3  Neáu a laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa haøm f(z) thì [ ] 0a),z(fsRe ≠ . 
Caâu 4  Neáu a laø cöïc ñieåm caáp 1 cuûa haøm f(z) thì [ ] 0a),z(fsRe ≠ . 
Caâu 5  Neáu a laø cöïc ñieåm caáp m cuûa haøm f(z) thì [ ] 0a),z(fsRe ≠ . 

PHAÀN TRAÉC NGHIEÄM LÖÏA CHOÏN 
( Choïn moät trong 4 caâu : A, B, C, D ) 

Câu 6   Giả sử a là cực điểm cấp k  của hàm f(z). Khẳng định nào sau đây sai? 

A) li ,  (vôùi )         B)  m ( )
z a

f z
→

= ∞ Azfaz k

az
=−

→
)()(lim ∞≠≠ A0 0]),([Re =azfs

C)  z = a là điểm bất thường bỏ được của hàm ( )  ( ) ( ). kg z f z z a= −
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D) Khai triển Laurent f(z) quanh a có dạng 

1 1
1

0
( ) ... ( )

( ) ( )
nk k

nk k
n

a a af z a z a− với a-k ≠0. z a z a z a

+∞
− − + −

−
=

= + + + +
− − − ∑

Caâu 7    Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A)  z = 0 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa haøm z
1

ze)z(f = . 

B)  
2
10,zesRe z

1

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
. 

C)  z = 1 laø cöïc ñieåm caáp 1 cuûa haøm 1z
1

e)1z()z(f −−= . 

D) 
2
11,e)1z(sRe 1z

1

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
− − . 

Caâu 8   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A)
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=∫

=

0,zesRei2dzze z
1

1z

z
1

π                          B) 0dzze
12z

z
1

=∫
=−

 

 = ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞− +
+

+ 1x
xdxsini

1x
xdxcos

22  = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
i,

1z
esRei,

1z
esRei2 2

iz

2

iz
π  C) ∫

+∞

∞− +1x
xdxcos

2

D) ∫
+∞

∞− +1x
xdxcos

2 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
i,

1z
esRei2 2

iz
π  

Caâu 9   Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 

 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+−
i2,

)4z)(1z(
1sRei2 2π  + ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

1,
)4z)(1z(

1sRei 2π  A) ∫
+∞

∞− +− )4x)(1x(
dx

2

B) ∫
+∞

∞− +− )4x)(1x(
dx

2 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

i2,
)4z)(1z(

1sRei2 2π + ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+−
i2,

)4z)(1z(
1sRei2 2π  + 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

1,
)4z)(1z(

1sRei 2π . 

C) ∫
+∞

∞− +− )4x)(1x(
dx

2 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+−
i2,

)4z)(1z(
1sRei2 2π  + ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

1,
)4z)(1z(

1sRei 2π  

D) ∫
+∞

∞− +− )4x)(1x(
dx

2  = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

i2,
)4z)(1z(

1sRei2 2π  + ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

1,
)4z)(1z(

1sRei 2π  

Caâu 10  Ñaët  A =  dz 
2z

1z
1

e∫
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+ . Khi ñoù  

            A)A = 0            B)A = 2π                 C)A = 2πi                  D)A = 1 
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Caâu 11  Cho haøm f(z) = z2 ze
3

.  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) f(z) =  z2+ 3z + ...
!4.

3
!3.

3
!2

3
2

432

+++
zz

 

B) ∫
=− 52

2
3

iz

dzez z  = πi9  
 

C)z = 0 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa 
f(z). 

D) ]0,[Re
3

2

52

3
2 z

iz

z ezsdzez =∫
=−

 

Caâu 12    Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A) Neáu a laø ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa haøm f(z) vaø ∞=

→
)(lim zf

az
, A)z(         

(vôùi ∞≠≠ A ) thì a laø cöïc ñieåm caáp  m cuûa haøm f(z). 

f)az(lim m

az
=−

→

0
B) Neáu a laø cöïc ñieåm caáp hai cuûa haøm )(zf  thì [ ] 0),(Re ≠azfs  

C) iz 5=  laø cöïc ñieåm caáp 2 cuûa haøm f(z) = 2)5(
3

iz
ez z

−
+

 

D) ∫
=− −

+

83
2)5(

3

zi

dz
iz
ez z

 =2 iπ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+ i

iz
ezs

z
5,

)5(
3Re 2 = )31                      (2 5iei +π

Caâu 13  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A) Neáu khai trieåm Laurent haøm f(z) quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp a coù daïng   

  thì ∑
∞+

−∞=
−=

n
)az(a)z(f n

n [ ] 1aa),z(fsRe −=   

B) f(z) = 3z ze
2

= 3z + ...
!4.

2
!3

222
43

2 ++++
z

zz vaø z = 0 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa f(z). 

C) ∫
=− 52

3
2

iz

dzez z = = iπ2 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0,Re

2
3 zezs  

3
4π  

D) Haøm f(z)=(z+i)
iz +

1cos  = 
( ) 12

1

0 )!2(
1)1( −+

∞

=
−∑ n

n

izn n
 neân thaëng dö   

2
1,1cos)(Re −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+
+ i

iz
izs . 

Caâu 14    Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A) Neáu a laø ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa haøm f(z) vaø ∞=

→
)(lim zf

az
, A)z(  

(vôùi ∞≠≠ A  ) thì a laø cöïc ñieåm caáp  m cuûa haøm f(z). 

f)az(lim m

az
=−

→

0

B) z = 4 laø cöïc ñieåm caáp 3 cuûa haøm f(z) = 3)4(

2

−z
e z

 

C) ∫
=− −34

2)2(

2

z

dz
z
e z

 =2 iπ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
2,

)2(
Re

2

2

z
es

z
=4 iπ e4           D) ∫

=− −33 3iz

dz
z
e z

 = 2 iπ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

3,
3

Re
z
es

z
                    

Caâu 15  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
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A) Neáu khai trieåm Laurent haøm f(z) quanh ñieåm baát thöôøng coâ laäp a coù daïng   

  thì ∑
∞+

−∞=
−=

n
)az(a)z(f n

n [ ] 1aa),z(fsRe −=   

B) Haøm f(z)=(z+1)
1

1cos
+z

=
( ) 121

1

0 )!2(
1)1(

−+

∞

=
−∑ n

n

zn n
neân thaëng dö   

2
11,

1
1cos)1(Re =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+
+

z
zs . 

C) f(z) = 3z ze
2

= 3z + ...
!4.

2
!3

222
43

2 ++++
z

zz vaø z = 0 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa f(z). 

D) ∫
=−

+
31

3 )(
2

z

z dzeze z = ∫
=− 31z

z dze + ∫
=− 31

3
2

z

dzez z = iπ2 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0,Re

2
3 zezs  

3
i4π  

Caâu 16  Cho haøm f(z) = z ze
2

.  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A)f(z) =  z+ ...
!4.

2
!3.

2
!2

22 3

4

2

32

++++
zzz

 

B) z = 0 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa f(z). 
 

C) 0
110

2

=∫
=−z

z dzze  

D) ∫
=− 52

2

iz

dzze z  = [ ]0),(Re z  fs

Caâu 17    Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 
A)Neáu a laø ñieåm baát thöôøng coâ laäp cuûa haøm f(z) vaø ∞=

→
)(lim zf

az
,  

(vôùi  ) thì a laø cöïc ñieåm caáp  m cuûa haøm f(z). 

A)z(f)az(lim m

az
=−

→

∞≠≠ A0

B)z = 0 laø cöïc ñieåm caáp 4 haøm f(z) = 4

cos1
z

z−                         C)  ∫
=− −8

3)2(iz

dz
z

e z
 = iπ e2                  

D)z = 2 laø cöïc ñieåm caáp 3 cuûa haøm f(z) = 3)2( −z
e z

vaø ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
2,

)2(
Re 3z

es
z

= 
2

2e . 

Caâu 18  Cho haøm f(z) = z2 ze
5

.  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) f(z) =  z2+ 5z + ...
!4.

5
!3.

5
!2

5
2

432

+++
zz

 

B) ∫
=− 63

2
5

iz

dzez z  = 
3
53πi  

 

C)z = 0 laø ñieåm baát thöôøng coát yeáu cuûa 
f(z). 

D) ∫
=+ 63

2
5

iz

dzez z  = 
!3
53πi
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Chương 7            PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE VÀ ỨNG DỤNG 
TRAÉC NGHIEÄM ÑUÙNG SAI 

Caâu 1  Neáu haøm f(t) lieân tuïc töøng khuùc treân toaøn truïc t vaø coù baäc muõ thì haøm    g(t) = 
u(t)f(t) laø haøm goác. 

Caâu 2  Neáu f(t) laø haøm goác vôùi chæ soá taêng so thì haøm F(p) = L [f(t)] xaùc ñònh vaø giaûi 
tích treân mieàn Re(p) > so. 

Caâu 3  Neáu f(t) , g(t) laø hai haøm goác vaø a, b laø caùc haèng soá thì   af(t) + bg(t)  cuõng laø 
haøm goác. 

Caâu 4  Neáu F(P) , G(P) laø hai haøm aûnh vaø a, b laø caùc haèng soá thì   aF(p) + bG(p)  
cuõng laø haøm aûnh. 

Caâu 5  Neáu f(t) laø  haøm goác vaø a > 0 laø haèng soá thì   f(at) cuõng laø haøm goác. 

Caâu 6  Neáu f(t) , g(t) laø hai haøm goác thì  tích  f(t)g(t)   cuõng laø haøm goác. 

Caâu 7  Neáu f(t), g(t) laø hai haøm goác coù chæ soá taêng laàn löôït laø s1, s2  thì  f(t)*g(t)  laø 
haøm goác coù chæ soá taêng laø max {s1, s2 }. 

Caâu 8   Haøm f(t) =   , vôùi  0 < a < b,  coù theå vieát laïi nhö sau  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
<<

<

b t,0
bta ,1

 t ,0 a

               f(t) = u(t-a) – u(t- b)  

PHAÀN TRAÉC NGHIEÄM LÖÏA CHOÏN 
(choïn 1 trong caùc caâu: A, B, C, D ) 

Caâu 9  Giaû söû  L [f(t)] = F(p) , L [g(t)] = G(p) vaø a , b laø caùc haèng soá . Khaúng ñònh 
naøo sau ñaây sai? 

A) L [af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p) 

B) L [f(t) g(t)] =  F(p) G(p) 

C) L [f(t-a)u(t-a)] = e-apF(p),  a > 0 

D) L [f(t) *g(t)] =  F(p) G(p) 

Caâu 10  Haøm f(t) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤
<≤

π
ππ

π

2 t    ,t   
2 t       ,sint  

t  0   ,     1
    coù theå  vieát laïi döôùi nhö sau: 

A) f(t) = u(t) – u(t-π) + sint [u(t-π) - u(t-2π)] + t u(t-2π) 

B) f(t) = u(t) – u(t-π) + sin(t-π)u(t-π)  - sin(t-2π) u(t-2π)] + t u(t-2π) 

C) f(t) = u(t) – u(t-π) + sin(t-π)u(t-π)  - sin(t-2π) u(t-2π)] + (t-2π) u(t-2π) + 2π 
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D) Caû A, B, C ñeàu ñuùng. 

Caâu 11  Cho  L [f(t)] = F(p) , L [g(t)] = G(p) , L [h(t)] = H(p) . Khaúng ñònh naøo sau 
ñaây sai? 

A) L -1[ F(p).G(p).H(p)] = f(t)*g(t)*h(t) 

B) L -1[ F(p)G(p) + F(p)H(p)] = f(t)* [g(t) + h(t)] 

C) L -1[ F(p) + G(p)H(p)] =  f(t) + g(t)h(t) 

D) L -1[ F(p) + G(p)H(p)] =  f(t) + ( ))t(h*)t(g  

Caâu 12  Cho  L [f(t)] = F(p) , L [g(t)] = G(p) , L [h(t)] = H(p). Khaúng ñònh naøo sau 
ñaây sai? 

A) L -1[ F(p).G(p).H(p)] = f(t)*g(t)*h(t) 

B) L -1[ F(p)G(p) - F(p)H(p)] = f(t)* [g(t) - h(t)] 

C) L -1[ F(p) - G(p)H(p)] =  f(t) - ( ))t(h*)t(g  

D) L -1[ F(p) - G(p)H(p)] =  f(t) - g(t)h(t) 

Caâu 13    Giaû söû  L [f(t)] = F(p) , L [g(t)] = G(p) vaø a , b laø caùc haèng soá . Khaúng ñònh 
naøo sau ñaây sai? 
A) L [af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p) 

B) L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α
pF  =  f(αt) , α > 0. 

C) L [f(t-a)u(t-a)] = e-apF(p),   a > 0 
D) L [t f(t)] = -F’(p) 
 

Caâu 14  Giaû söû  L [f(t)] = F(p) , L [g(t)] = G(p),  L [h(t)] = H(p) vaø a, b laø caùc haèng 
soá . Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) L  [ f(t) *g(t)] =  F(p) G(p) 

B) L -1[ F(p) G(p)] = du)ut(g).(f
t

0
∫ −u

C) L-1[aF(p)+bG(p)–H(p)]=af(t)+bg(t)–h(t) 

D) L -1 [  F(p) G(p)] =  dutufg
t

∫ −
0

u )().(

 

Câu 15 Giả sử L [f(t)] = F(p), L [g(t)] = G(p) và a, b là các hằng số. Khẳng định nào 
sau đây sai? 

A) L[af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p)  B) L   
9

22]32[ 23
2

−
++=++

p
p

pp
tsht

C) L -1   D) L -1  2
2

4 2 *sin 2
( 2)( 4)

te
p p

−⎡ ⎤
=⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

t te
pp

p t 6cos
404

2 2
2 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−

Câu 16 Giả sử L [f(t)] = F(p), L [g(t)] = G(p) và a, b là các hằng số. Khẳng định nào 
sau đây sai? 
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A) L  [af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p)         B) L -1[aF(p) + bG(p)] = af(t) + bg(t) 

C) L         D) L -1  
25

5
)2(

!36]56[ 24
23

−
−

−
+=−+ −

ppp
tshet t tshtch

p
p 9297

81
187

2 +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

Câu 17 Giả sử L [f(t)] = F(p), L [g(t)] = G(p) và a, b là các hằng số. Khẳng định nào 
sau đây sai? 

A) L  [af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p)            B) L -1[aF(p) + bG(p)] = af(t) +bg(t) 

C) L        D) L -1  
25)2(

!38]5cos8[ 242
23

+
+

−
+=++ −

p
p

pp
tett t tshtch

p
p 9296

81
186

2 −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

Câu 18 Giả sử L [f(t)] = F(p), L [g(t)] = G(p) và a, b là các hằng số. Khẳng định nào 
sau đây sai? 

A) L[af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p)  B) L   
9

322]32[ 23
2

+
++=++

ppp
tsht

C) L  [ ]=    D) L -1  tt 2cos
'

2 4 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
p

p te
pp

p t 4cos
204

2 2
2 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−

Câu 19  Giả sử  L [f(t)] = F(p). Khẳng định nào sau đây sai? 

A) L 
0

( )( )
t F pf u du

p
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫    B) L  

)1)3((
1sin 2

0

3

+−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ pp

udue
t

u
 

C) Neáu f(t) laø haøm goác tuaàn hoaøn vôùi chu kyø T thì L [f(t)] = 1

1 0− −
−∫Tp

pt f t dt
e

e
T

( )  

D) Neáu  vaø f(t+2π) = f(t)  thì  
⎩
⎨
⎧

<<
<<

=
ππ

π
23sin

00
)(

tkhit
tkhi

tf

               L [f(t)] = tdtpt
p e

e
3sin

21

1 2π

0
∫ −

−− π
 

Caâu 20   Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai? 

A) L [f(t)* g(t)] =  L [ f(t)] L [g(t)] 

B) L -1 [F(p)G(p)] =  L -1 [F(p)]* L -1 [G(p)] 

C) L[5 tte +e2t*cos3t] = 2)1(
5
−p

+ 
)9)(2(

3
2 +− pp

 

D) L -1[
2

1
+p

+
)16)(1(

4
2 +− pp

] = te 2− + et *sin4t 

Câu 21 Giả sử L [f(t)] = F(p), L [g(t)] = G(p) và a, b là các hằng số. Khẳng định nào 
sau đây SAI? 
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A) L[af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p)  B) L -1 . 2

1 cos 2
2 5

tp e t
p p

−⎡ ⎤+
=⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

C) L [ ]    D) L  
'

2

2sin 2
4

t t
p

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+⎝ ⎠ ( )

3
23 2

1 6 21 2 sin
1

pt t t
p p p

⎡ ⎤+ − = + +⎣ ⎦
+

Câu 22 Giả sử L [f(t)] = F(p), L [g(t)] = G(p) và a, b là các hằng số. Khẳng định nào 
sau đây sai? 

A) L[af(t) + bg(t)] =  aF(p) + bG(p)  B) L   
9)3(

22]32[ 23
32

−
+

−
+=++

p
p

pp
tchet t

C) L  [ =    D) L -1  ]tt 2sin3

'''

2 4
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
p

te
pp

p t 6cos
404

2 2
2

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+

Câu 23  Giả sử  L [f(t)] = F(p). Khẳng định nào sau đây sai? 

D) L 
0

( )( )
t F pf u du

p
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫                 B) L  ( )36)5(

56 2
0

5

−−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ pp

puduche
t

u
 

C) Neáu f(t) laø haøm goác tuaàn hoaøn vôùi chu kyø T thì L [f(t)] = 1

1 0− −
−∫Tp

pt f t dt
e

e
T

( )  

D) Neáu vaø f(t+2π)= f(t)  thì L [f(t)] =
⎩
⎨
⎧

<<
<<

=
ππ
π

29sin
00

)(
tkhit
tkhi

tf tdtpt
p e

e
9sin

1

1 2π

∫ −
−− ππ

 

Câu 24  Giả sử  L [f(t)] = F(p). Khẳng định nào sau đây sai?  

A)L                 B) L   
0

( )( )
t F pf u du

p
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ( )16)5(

54 2
0

5

+−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ pp

puduche
t

u

C)Neáu f(t) laø haøm goác tuaàn hoaøn vôùi chu kyø T thì L [f(t)] = 1

1 0− −
−∫Tp

pt f t dt
e

e
T

( )  

D)Neáu  vaø f(t+2π) = f(t)  thì  
⎩
⎨
⎧

<<
<<

=
ππ
π

20
06cos

)(
tkhi

tkhit
tf

                                                                            L [f(t)] = tdtpt
p e

e
6cos

21

1 π

0
∫ −

−− π
 

Câu 25   Cho  L [f(t)] = F(p) , L [g(t)] = G(p) , L [h(t)] = H(p) . Khaúng ñònh naøo sau 
ñaây sai? 
A) L -1[ F(p) ± G(p)H(p)] =  f(t) ± ( ))t(g*)t(h  

B) L [t f(t)] = -F’(p),  L [t2cost] = -
''

1p
p

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
 

C) L [f(t-a)u(t-a)] = e-apF(p),  a > 0 

D) L [u(t-2) cos(3t-6)] = e-2p
9p

p
2 +  

Caâu 26  Ñeå tìm goác cuûa haøm aûnh F(p) = 
p

p 11
1

−−e  ta laøm nhö sau: 
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♦ Khai trieån Laurent haøm F(p) ta ñöôïc : F(p) =∑
∞

=0 !
1

n
npn p

11−− =∑
∞

=2 !
1

n
npn

 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc: f(t) = L –1[F(p)]= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑
∞

= np
11-L

2 !
1

n n
=∑

∞

=

−

−2

1

)!1(!n

n

nn
t

 

Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû 

sai. 
B)   Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû 

sai. 
 

C)   Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
D)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû 

ñuùng. 
 

Caâu 27  Ñeå tìm goác cuûa haøm aûnh F(p) = 1
2p

1

−e  ta laøm nhö sau: 

♦ Khai trieån Laurent haøm F(p) ta ñöôïc : F(p) =∑
∞

=1n
n2p!n

1  

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc: 

f(t) = L –1[F(p)]= 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∑
∞

=
2np
11-

1n !n
1L =∑

∞

=

−

−1n

1n2

)!1n2(!n
t  

Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 
B) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
C) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
D) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

Caâu 28  Ñeå tìm goác cuûa haøm aûnh F(p) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

p
11ln

p
1

−  ta laøm nhö sau: 

♦ Khai trieån Laurent haøm F(p) ta ñöôïc : F(p) =∑
∞

=

+

2n nnp
11n(-1)  

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc:  

f(t) = L –1[F(p)]= L -1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

pp
1)11ln( = ∑

∞

=

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1-
n np

1
n

(-1) 1n

L =∑
∞

=

−+

2

1

n

nt
1)!-n(n

(-1) 1n

 

A)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

B)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 

C)   Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 

D)   Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

Caâu 29  Ñeå giaûi phöông trình tích phaân: y(t) = e2t+5  ta laøm nhö sau: duut
t

uy )(2cos
0

)( −∫

♦ Phöông trình töông ñöông vôùi :  y(t) = e2t +5y(t)*cos2t  
♦ Ñaët Y = Y(p) = L [y(t)] bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc  

Y = 
2

1
−p

+ 5L [y(t)] L [cos2t] ⇔  Y = 
2

1
−p

+5Y
42 +p

p  
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♦ Giaûi phöông trình vôùi Y laø aån ta ñöôïc: Y = 
)4)(2)(1(

42

−−−
+

ppp
p  

♦ Phaân tích thaønh phaân thöùc ñôn giaûn: Y = 
1−p

A + 
2−p

B +
4−p

C   (vôùi A, B, C = const) 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm : y(t) = tt                              t CeBeAe 42 ++
A)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû 

ñuùng. 
B)   Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû 

sai. 
 

C)   Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
D)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû 

sai. 
 

Caâu 30  Ñeå giaûi phöông trình tích phaân: y(t)= 2 +10  ta laøm nhö sau: te 7− duut
t

uy )(3cos
0

)( −∫

♦ Aùp duïng tích chaäp, phöông trình töông ñöông vôùi:  y(t) = 2 te 7− +10y(t)*cos3t  
♦ Ñaët Y = Y(p) = L [y(t)] vaø bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc  

L [y(t)] = L [ ] +10 L [y(t)*cos3t] te 72 −

♦ Aùp duïng coâng thöùc  Borel ta ñöôïc 

Y = 
7

2
+p

+ 10L [y(t)] L [cos3t] ⇔  Y = 
7

2
+p

+10Y
92 +p

p  

♦ Giaûi phöông trình vôùi Y laø aån ta ñöôïc: Y = 
)7)(9)(1(

)9(2 2

+−−
+

ppp
p

 

♦ Phaân tích thaønh phaân thöùc ñôn giaûn: Y= 
1−p

A +
9−p

B +
7+p

C  (vôùi A, B, C = const maø chuùng ta chöa tìm) 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm : y(t) = t                              tt CeBeAe 79 −++
A)  Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
B)  Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû 

ñuùng. 
 
 

C)   Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
D)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû 

sai. 
 

Caâu 31  Ñeå giaûi phöông trình tích phaân: y(t)= e3t+2  ta laøm nhö sau: duut
t

uy )cos(
0

)( −∫

♦ Phöông trình töông ñöông vôùi  :  y(t) = e3t +2y(t)*cost  
♦ Ñaët Y = Y(p) = L [y(t)] bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc  

Y = 
3

1
−p

+ 2L [y(t)] L [cost] ⇔  Y = 
3

1
−p

+2Y
12 +p

p  

♦ Giaûi phöông trình vôùi Y laø aån ta ñöôïc: Y = 
)3()1(

)1(
2

2

−−
+
pp

p  

♦ Phaân tích thaønh phaân thöùc ñôn giaûn: Y = 2)1( −p
A + 

1−p
B +

3−p
C  (vôùi A, B, C = const) 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm : y(t) = tt                              t CeBeAte 3++
A)  Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû 

sai. 
B) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû 

sai.    

C)   Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
D)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû 

ñuùng. 
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Caâu 32  Cho phöông trình vi phaân   y’’ + y’-2y =  e3t   vôùi ñieàu kieän ban ñaàu y(0) = 0, 
y’(0) = 0. Ñeå giaûi phöông trình treân ta laøm nhö sau:  
♦ Ñaët Y = Y(P) = [ ])t(yL   vaø bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc:  

p2Y +pY  - 2Y = 
3

1
−p

  (*) 

♦ Giaûi phöông trình (*) vôùi Y laø aån soá ta ñöôïc: Y = 
)2)(3)(1(

1
+−− ppp

  

♦ Phaân tích thaønh caùc phaân thöùc ñôn giaûn ta ñöôïc: Y = 
3

5
−p

+
1

6
−p

-
2

1
+p

 

♦ Bieái ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm laø :  y(t) =  5e3t+6et - e-2t  
Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
B) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
C) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 

D) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

Caâu 33  Ñeå tìm goác cuûa haøm aûnh Y = 
)4p)(5P)(4P(

6p
2

2

+−−
+  ta laøm nhö sau: 

♦ Phaân tích thaønh caùc phaân thöùc ñôn giaûn:  

Y = 
)4p)(5P)(4P(

6p
2

2

+−−
+   

(*)
=

4p
A
−

+
5p

B
−

+ 
4p
D2Cp

2 +
+  vôùi A, B, C, D laø haèng soá 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc L -1[Y] =  A t2sinD  t2cosCBee t5t4 +++
♦ Caùc haèng soá A, B, C, D xaùc ñònh töø ñaúng thöùc (*).(ôû ñaây ta khoâng tính toaùn ñeå tìm A, B, C, D) 

Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
B) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
C) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 

D) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

Caâu 34  Cho phöông trình vi phaân   y’’ - 9y’+20y =  sin2t   vôùi ñieàu kieän ban ñaàu y(0) = 0, 
y’(0) = 1.  Ñeå giaûi phöông trình treân ta laøm nhö sau: 
♦ Ñaët Y = Y(P) = [ ])t(yL   vaø bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình ta ñöôïc:  

p2Y -9pY  + 20Y = 
4p

2
2 +

 +1 (*) 

♦ Giaûi phöông trình (*) vôùi Y laø aån soá ta ñöôïc:                          Y = 
)4p)(5P)(4P(

6p
2

2

+−−
+   

♦ Bieái ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm phöông trình laø:  y(t) = e4t – e5t + sin2t  
Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 

A) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
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B) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

C) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 

D) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

Caâu 35  Ñeå tìm goác cuûa haøm aûnh Y = 
)3P)(2p)(1p(

4p2 2

−−+
−

 ta laøm nhö sau: 

♦ Phaân tích thaønh caùcc phaân thöùc ñôn giaûn:                                        

Y = 
)3P)(2p)(1p(

4p2 2

−−+
−

 
(*)
=  

3p
C

2p
B

1p
A

−
+

−
+

+
 vôùi A, B, C laø haèng soá 

♦ Töø ñaúng thöùc (*) tính ñöôïc  A =   
6
1−

, B  = 
3
4−

, C = 
2
7

. Suy ra  

Y =
3p
2/7

2p
3/4

1p
6/1

−
+

−
−

+
−  

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc L -1[Y] =  
6
1−

. t3t2t e.
2
7e.

3
4e +−−  

Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 
B) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
C) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
D) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

Caâu 36  Ñeå tìm goác cuûa haøm aûnh Y=
)5p2p)(2p2p(

3p2p
22

2

++++
++  ta laøm nhö sau: 

♦ Phaân tích thaønh caùc phaân thöùc ñôn giaûn: Y = 
)5p2p)(2p2p(

3p2p
22

2

++++
++  

(*)
=  

1)1P(
B)1p(A

2 ++
++

+
4)1P(
D)1p(C

2 ++
++

 vôùi A, B, C, D laø haèng soá. 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc  
L -1[Y] = Ae-tcost +Be-tsint +Ce-tsin2t+De-tcos2t 

♦ Caùc haèng soá A, B, C, D xaùc ñònh töø ñaúng thöùc (*) baèng caùch laàn löôït cho p =0, p =-1, 
p=-2, p =1 ta ñöôïc heä phöông trình 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
+

+
=

+−
+

+−
=

+=

+
+

+
=

8
DC2

5
BA2

20
3

5
DC

2
BA

10
3

4
DB

2
1

5
DC

2
BA

10
3

(ôû ñaây ta khoâng tính toaùn ñeå tìm A, B, C, D) 

Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
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B) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
C) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

D) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 

Caâu 37  Ñeå giaûi heä phöông trình vi phaân: , vôùi ñieàu kieän  x(0) = 1, y(0) = 2 

ta laøm nhö sau: 
⎩
⎨
⎧

=++
−=

02
3

yxy
yx

'
'

♦ Ñaët  vaø bieán ñoåi Laplace hai veá  ta ñöôïc:     [ ] [ ]yY,xX LL == ( )⎩
⎨
⎧

=++
=+

2Y2PX
1Y3XP

♦ Giaûi heä phöông trình vôùi X, Y laø aån ta ñöôïc )( )(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+
=

−
−

=

3P2P
22Y

P
4PX

2
−
+

P
3P1  

♦ Phaân tích thaønh caùc phaân thöùc ñôn giaûn ta ñöôïc 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
+

−
=

+
+

−
=

3P
D

1P
CY

3P
B

1P
AX

 vôùi A, B, C, D laø 

caùc haèng soá maø ôû ñaây ta khoâng tìm. 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm  
⎩
⎨
⎧

+=
+=

−

−

t3t

t3t

DeCey
BeAex

Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng? 
A) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
B) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 
C) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 

D) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 

Caâu 38  Cho phöông trình vi phaân: y’-3y = u(t-5)  (1) vôùi ñieàu kieän ban ñaàu  
y(0) = 16. 

)5(2 −te

Ñeå giaûi phöông trình vi phaân naøy ta laøm nhö sau:  Ñaët Y = Y(p)= L [y(t)] 

♦ Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình (1 ) ta ñöôïc:    pY-3Y = 
2

5

−

−

p
e p

 +16           (2) 

♦ Giaûi phöông trình (2) vôùi Y laø aån ta ñöôïc: Y= 
)3)(2(

5

−−

−

pp
e p

+ 
3

16
−p

                   (3) 

♦ Phaân tích veá phaûi cuûa (3) thaønh phaân thöùc ñôn giaûn ta ñöôïc:  

Y = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

−

2
1

3
15

pp
e p +

3
16
−p

 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm: y = ( ) )5( +16 te3  5(2)5(3 −− −− tuee tt

 

A)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát 
quaû ñuùng. 

C)   Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû 
sai. 
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B)   Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát 
quaû sai. 

 

D)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát 
quaû sai. 

 

Caâu 39  Cho phöông trình vi phaân: y’+6y = u(t-5)  (1) vôùi ñieàu kieän ban ñaàu 
y(0) = 14. 

)5(2 −te

Ñeå giaûi phöông trình vi phaân naøy ta laøm nhö sau:  Ñaët Y = Y(p)= L [y(t)] 

♦ Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình (1) ta ñöôïc: pY+6Y = 
2

5

−

−

p
e p

 +14              (2) 

♦ Giaûi phöông trình (2) vôùi Y laø aån ta ñöôïc: Y=
)6)(2(

5

+−

−

pp
e p

+ 
6

14
+p

                    (3) 

♦ Phaân tích veá phaûi cuûa (3) thaønh phaân thöùc ñôn giaûn ta ñöôïc:  

Y = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−

−

6
1

2
1

8
1 5

pp
e p +

6
14
+p

 

♦ Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm:  

y = ( ) )5(
8
1 5(6)5(2 −− −−− tuee tt +14  te 6−

 

A) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát 
quaû ñuùng.  

B) Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát 
quaû sai. 

 

C) Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû 
sai. 

D) Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát 
quaû sai. 

 

Caâu 40  Cho phöông trình vi phaân: y’-10y = u(t-π)  (1)  vôùi ñieàu kieän ban ñaàu 
y(0) = 0. 

π−te

Ñeå giaûi phöông trình vi phaân naøy ta laøm nhö sau:  Ñaët Y = Y(p)= L [y(t)] 

Bieán ñoåi Laplace hai veá phöông trình (1 ) ta ñöôïc:    pY-10Y = 
1−

−

p
e pπ

   (2) 

Giaûi phöông trình (2) vôùi Y laø aån ta ñöôïc : Y= 
)10)(1( −−

−

pp
e pπ

       (3) 

Phaân tích veá phaûi cuûa (3) thaønh phaân thöùc ñôn giaûn ta ñöôïc: Y = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

−

1
1

10
1

9 pp
e pπ

 

Bieán ñoåi Laplace ngöôïc hai veá ta ñöôïc nghieäm: y = ( ) )(
9
1 )()(10 πππ −− −− tuee tt  

A)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
B)   Caùch laøm sai, tính toaùn ñuùng, keát quaû sai. 
C)   Caùch laøm sai, tính toaùn sai, keát quaû sai. 
D)   Caùch laøm ñuùng, tính toaùn ñuùng, keát quaû ñuùng. 
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